L1 Mathématiques Université de Brest
Analyse 1

Feuille 2

Suites numériques

Questions de cours.

1. Qu’est-ce qu’une suite bornée ?

2. Donner quelques critéres de convergence pour une suite.
Exercice 1 (Etude de la monotonie).

1. Soit a € R donné. Soit (ay, )nen la suite définie par la relation de récurrence a,11 = a, +« avec
ag donné et (b, ),en la suite définie par b, = n a+ (—1)". Etudier en fonction de c la monotonie
des suites (ay,) et (by,).

2. Etudier la monotonie de la suite (ay,)nen+ définie par a,, = (n +1)(n +2) -+ (n +n)

Exercice 2 (Etude de la monotonie). Etudier la monotonie (resp. stricte monotonie) des suites sui-
vantes :
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Exercice 3. Montrer que les suites (uy)n>0 et (vn)n>0 définies ci-dessous sont bornées.

n + cos(n) B ncos(n)

" T on+3 " 2n 42+ cos(n)

Exercice 4. Montrer que toute suite convergente est bornée.

Exercice 5. En utilisant la définition de la limite, montrer qu’une suite de réels (u, ), est convergente
si et seulement si les suites extraites (u2y, )nen et (U2n41)nen convergent vers une méme limite.

2nm
Exercice 6. Soit ¢ un entier au moins égal a 2. Pour tout n € N, on pose u,, = cos () .
q

1. Montrer que pour tout n € N, uy 4 = up .

2. Calculer uyg et tupq+1. En déduire que la suite (u,,) n’a pas de limite.



Exercice 7. Soit (a,,) et (b,) deux suites convergentes. On note respectivement A et B les limites des
suites (ay,) et (by,). En appliquant la définition de la convergence, démontrer les propriétés suivantes :

1. Pour tout A € R, li_)m Aap, = AA. 3. 1i_>m (anbp) = AB.
- 4 SiVneN, by £ 0, alors lim @ = 2
2. nlggo(anern):AJrB- . n , bn , alo Sn—>00bn =5

Exercice 8. Soit (ay,) une suite a valeurs réelles.

1. Montrer que si ngl—&l-loo an = lavecl € RU {£oo}, alors nEI—&I-loo lan| = |1].

2. En déduire que si la suite (|a,|) est divergente, alors la suite (a,,) est divergente.

Exercice 9. En utilisant la définition de la limite, montrer que si (ay, ),cn est une suite bornée de réels
et (bn)nen une suite de limite nulle, alors la suite (ay, by, )pen converge vers 0.
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Exercice 10 (Critére de convergence). Soit (uy, ),en une suite jamais nulle, et telle que lim

n—00
leR.

1. On suppose que ! < 1. On veut montrer que lim u, = 0.
n—oo

Un41
Unp,

a) Montrer qu’il esxiste 0 <7 < let N € Ntelque:Vn > N, <r

b) En déduire que pour tout n > N, |u,| < " N|uyl.

c) Conclure.

2. On suppose que [ > 1. Montrer que lim |u,| = +o0.
n—oo

3. Sil = 1, montrer que la suite peut soit converger vers une limite finie, soit tendre vers +00 ou
—00, soit ne pas avoir de limite.

Exercice 11. Soit (ay,)n>0 et (by)n>1 les suites définies par

n?+1 n + cos(n)

= - b =
T2 "

n —sin(n)
1. Pour tout ¢ € R*_, trouver un entier N tel que : Vn > N, |a,, — 1| < &. Que peut-on conclure ?
2. Pour tout ¢ € R*_, trouver un entier N tel que : Vn > N, |b, — 1| < &. Que peut-on conclure ?
Exercice 12. Etudier si les suites (a,,),>0 définies ci-dessous possédent une limite.

— 2 Dn

an a, = e"=D" a, = cos(my/n) .

Exercice 13. Etudier dans chacun des cas suivants la convergence de la suite (a,); en cas de conver-
gence, calculer la limite.

1 (2n —3)(n+3) __n
_ 3 _ 5 a4y, = ———
Loan =n’ 4~ 3.ty = n n+n
cos(n)

2. ap=nyn—n 4. ap=+v/n+1—+/n 6. an = on



7. an=VnZ+n—n 8. an:(2n)ﬁ 9 a _\/3n+1
T 3+

Exercice 14. Calculer les limites des suites suivantes :

142+, 4+n n+e" ~ In(n+1In(n)) _Vn+l-yn-1

n? T o en wn_ln(2n+ln(n)) xn_\/n—l—l—i-\/n—l '

Un

Exercice 15 (Suites et séries géométriques). Soit ¢ € R* et (uy, ), une suite a valeurs réelles définie par
la relation de récurrence un4+1 = quy .

1. Déterminer une expression du terme général de la suite (uy, ), en fonction de g, ug et n.

2. Etudier la monotonie de la suite |u,|.

w

. Montrer que |u,,| admet une limite dans R U {+o0} et la déterminer en fonction de |q|.

n
4. Soit (Sy,)nen la suite définie par S, = Z uy, . Déterminer le terme général de la suite (.S,,).

k=0
Préciser dans quel cas la suite (.S, ), converge.

Exercice 16 (Suites adjacentes). Soit a et b deux réels tels que 0 < a < b. Soit (u,) et (v,) les suites
définies par ug = a, vg = b,

2Up Up, ) Up, + Uy,
U =—— e v = —
n+1 Uy + Uy n+1 9
2ab a+b
1. Montrer que a < <b.

<
a+b 2

2. Montrer que les suites (u,,) et (v,) sont adjacentes. Calculer la limite de (uy,).

n
1
Exercice 17 (Suite de Cauchy). On pose pour n € N*, u,, = Z i
k=1

1. Montrer que la suite (uy,)nen+ est croissante.

2. Montrer que pour tout n € N*, ugp — Uy > % .

3. En déduire que la suite (u, )pen+ n’est pas de Cauchy et que lim wu, = +o0.
n—oQ

Exercice 18 (Suite de Cauchy).

1. Soit 0 < a < 1 un réel et (uy,)pen une suite vérifiant : Vn € N, |up41 — up| < a™. Montrer que

la suite (uy,)nen est de Cauchy.
2. La suite (uy)nen est-elle de Cauchy si elle vérifie [un 41 — u,| < 12

Exercice 19. Calculer limsupa, et liminfa, des suites (ay).

n—00 n—o0
n
Loun = (=1)" 3. un = (=1)" (1+3) 5.t = 2(=1)" +
(_1)n n+1
2. up = on 4 up = (—1)" (1 - e”/4) 6. Uy = (—1)"el"D""n



Exercice 20 (Théoréme de Cesaro). Soit (ay,),cn+ une suite de réels. On appelle suite des moyennes
de Cesaro associée a (ay,) la suite (uy,),en+ définie par :

1 & a1 +as+...+ay,
u = — ar =
n n § k

n
k=1

1. Cas d’une suite monotone. On suppose que la suite (a,),>1 est une suite croissante de limite
leR.

a) Montrer que la suite (u,,) est croissante.

b) Montrer que pour tout n € N*, u, <1 et ug, > %(un + apy1 ).

¢) Montrer que la suite (u,,) converge vers .

2. Cas d’une suite convergente. Soit (a,,),>1 une suite de réels convergeant vers [ € R. Soite € R*,
fixé.

a) Justifier qu’il existe ng € N* tel que : Vn € N*, n > ng = |a, — | <

| ™

b) Montrer que pour tout entier » > ng, on a

]al—l|—|—...+]an0—l\+\ano+1—l|+...+]an—ll
n n

lun — 1| <

¢) Montrer qu’il existe n; > ng tel que pour tout n € Navecn > ny,

lar — I+ ...+ |an, — | <€
n -2
d) Conclure que la suite (u,,) converge vers (.
3. Cas d’une suite tendant vers —co. Montrer que si lim a, = —o0, alors lim u, = —o0.
n—oo n—oo

4. Cas d’une suite périodique. Soit " € N* et (a,),>1 une suite de réels T-périodique, c’est-a-dire,
pour tout n € N*, a,,47 = a,, . On introduit sa suite des moyennes de Cesaro (uy,),>1. On note

et (vp)n>1 la suite définie par v, = nu, — (n+ 1)s.

a) Montrer que pour tout n € N*, s = £ (an + a1 + ... + Gpir-1).
b) Montrer que la suite (v,,) est T-périodique. En déduire que la suite (v;,) est bornée.

c) Etablir que la suite (u,,) converge et préciser sa limite.

5. Application.

a) Montrer que si (a,)nen+ est une suite de réels strictement positifs ayant pour limite [ €
[0; +o0], alors la suite des moyennes géométriques u,, = ¥/aj - - - a, a pour limite [.

Yn+1

b) En déduire que si (yn)nen+ est une suite de réels strictement positifs telle que — 1,

yn n—o0

alors la suite ( /y,, ) converge vers .



