L1 Mathématiques Université de Brest
Analyse 1

Feuille 4

Fonctions dérivables

Questions de cours.
1. Donner la définition de la dérivabilité d’une fonction f en un point.

2. Pour f une fonction bijective et dérivable, exprimer la dérivée de la fonction réciproque f~! en
fonction de celle de f.

3. Enoncer le théoréme de Rolle.
4. Enoncer le théoréme des accroissements finis.

Exercice 1. Soitn € Z et f, la fonction définie par f,, () = z". En utilisant la définition de la dérivée,
montrer que f, est dérivable sur son ensemble définition et calculer sa dérivée.

Exercice 2 (Dérivabilité de sinus et cosinus). Soitx € ] 0; 5 [ .Dans le repére orthonormé ( O, 07 , (T)T ) ,

on note B le point de coordonnées (cos(x), sin(x)), A le point de coordonnées (cos(z), 0) et T' le point
d’intersection de la droite (OB) et de la tangente en [ au cercle unité.
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1. En comparant les aires du triangle OI B, du secteur angulaire OI B et du triangle OIT', montrer

que pour tout x € ]0; %{ sin(z) < z < tan(x) et cos(x) < sin(z) <1.
T

sin(x) cos(z) — 1 _

0.

2. Montrer que lim =1 et lim
z—0 x z—0 X

3. En déduire que les fonctions x —— sin(x) et © — cos(z) sont dérivables sur R et déterminer

leur dérivée.

Exercice 3. Soit f : I — J une fonction bijective et dérivable. A partir de 'expression de la dérivée
de f~! en fonction de celle de f, calculer les dérivées des fonctions suivantes tout en précisant les
intervalles [ et J.

f @ —— arccos(x) g : x —> arcsin(z) h : x — arctan(x)



Exercice 4. Déterminer ’ensemble de dérivabilité des fonctions suivantes et calculer leur dérivée.

L f:zv+— x|z 4. f:x v+ arctan (Vze®)
2. fix+— xsin(z)Va+1 5. f:x+—— arcsin (1 - e*(”xz))
3. fix— (22 43z +1)e 6. f: @+ arccos (sin(z? + 1))

Exercice 5. Soit f : R — R la fonction définie par

cosh(z) si <0

1
i <
f@)={ 11z si0<z<1
2-1
411(3:) six>1

1. En quels points la fonction f est-elle continue ?
2. En quels points la fonction f est-elle dérivable ? Calculer sa dérivée en ces points.
Exercice 6. Déterminer a, b € R de maniere a ce que la fonction f définie sur R* par
flx)=vz si 0<z<1 et f(z)=az?+br+1 si x>1
soit de classe €.

Exercice 7. On considére l'application f : [—1; 1] — R définie par

f(x):{ %(\/1—1—3;2—\/1—1:2) six#0

0 siz=0
1. Montrer que f est continue sur [—1; 1].

2. Montrer que f est dérivable sur | — 1; 1| et que f’ est continue sur | — 1; 1].
1
Exercice 8. Soit f : R* — R la fonction définie par f(z) = z%sin (> .
x

1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0 ; on note encore f la fonction prolongée.
2. Montrer que f est dérivable sur R mais que f’ n’est pas continue en 0.

Exercice 9. Soit f une fonction définie sur un intervalle /. Montrer que pour tout a € 1, si f est
dérivable en a, alors f est continue en a.

Exercice 10 (Accroissements finis). Soit a, b € R tels que a < b. Soit 'application f : [a; b] —
ar? + Br + v ot «, B,y € Ravec a # 0. Déterminer ¢ €]a; b[ tel que f'(c) = —

Donner une interprétation géométrique.

Exercice 11 (Inégalité des accroissements finis). Soienta, b € Rtelsquea < bet f, g:[a; ] — R
deux fonctions continues et dérivables sur |a; b] telles que pour tout = € Ja; b[, |’

1. Montrer I'inégalité des accroissements fini |f(b) — f(a)| < (b—a) sup |f
xz€la;b|



2. Montrer que (b — a) tei]nfb[ () < 2ts[upb] ()] .
@; €la;

3. Montrer que [f(b) — f(a)| < g(b) — g(a) .
Exercice 12. Soit f : R — R la fonction définie par f(z) = arctan(z).

1. Montrer que pour tout z, y € R, |f(z) — f(y)| < |x — y| ; préciser les cas d’égalité.
x
T1+4a?

2. Montrer que pour tout z € R < flz)<uw.

x
Exercice 13. Montrer que pour tout z > 0, ———— < tanh(z) <.

cosh?(x)
Exercice 14. Soit f : R — R une fonction dérivable sur R. On se donne a € R et h € R*.

fla+h) - f(a)
- :

1. Que nous dit le théoréme des accroissements finis a propos du rapport

2. Montrer que si lim f'(x) =1, alors f'(a) = I.
Tr—a—

3. Montrer que si lim+ f'(z) =1, alors f'(a) = I.

r—a

4. Soit g : R — R une fonction croissante. On pose
Eo={g(x) : z <a} et F,={g(y):y>a} .

Montrer que E, admet une borne supérieure notée m et que F, admet une borne inférieure notée
M. Montrer que m < g(a) < M.

5. Montrer que lim g(x) =m et lim g(y) =M .

T—a~ y—at
6. Montrer que si la dérivée f’ de f est croissante, alors cette dérivée est continue.

Exercice 15 (Régle de I'Hospital). Soit f, g : [a; ) — R deux fonctions continues sur [a; ] et
dérivables sur |a; b[. On suppose que pour tout = € ]a; b[, ¢'(z) # 0.

1. Montrer que pour tout x, y € [a; b], six # y, alors g(x) # g(y).
2. Montrer que pour tout i, 8 € [a; b] tels que o < S, il existe v € Ja; (] tel que

@) = £8) _ f()
gla)—g(B)  g(v)

_ . . o (
Indication :Introduire la fonction H : |a; b] — R définie par H(x) = f(x)— T
s b] par H(z) = f(z) g(a)_g(ﬁ)g( )
/ [R—
3. Montrer que si lim f/(x) =1/, alors lim M =1.
a—b- g'(x) a—b— g(x) — g(b)
In(1+ z) arccos(z)

4. Calculer lim lim

—F0 ¢t —_— .
a—0 sin(x) z—1- /1 — 22
Exercice 16 (Formule de Leibniz). Soit f et g deux fonctions n fois dérivables sur un intervalle 1.

Montrer que
n

oo =35 ()0 400

k=0

ou pour tout k € {0,..., n}, f®) désigne la dérivée k-éme de f. Par convention, f(©) = f.



Exercice 17. Soit f : R — R la fonction définie par

1 .
| exp (—?) sixz>0
)= { 0 sinon

1. Montrer que f est continue sur R et dérivable sur R, en particulier en ¢ = 0.

2. Montrer que pour tout n € N* et tout = > 0,

P, (z)e Y/
r3n

f (@) =
ou P, est un polyndme de degré 2(n — 1).
3. En déduire que f est de classe € sur R.
Exercice 18. Soitn € N tel que n > 2 et f: Rt — R la fonction définie par

1+ a"
flx) = Ata)n
1. Montrer que f est dérivable sur R™ et calculer sa dérivée.
2. Montrer que f atteint un minimum sur R* que I’on déterminera.
3. En déduire que pour tout # € RT, (1 + x)" < 27 1(1 + 2™).
4. Montrer que pour tout x, y € R, (z + )" < 2" 1(a" 4+ y").

Exercice 19. On rappelle que

x —x T _ %
cosh(x) = % et sinh(z) = %

1. Montrer que la fonction sinh est une bijection continue de R sur R.
2. Montrer que la fonction réciproque argsh de sinh est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

3. Montrer que la fonction cosh n’est pas une bijection sur R mais que sa restriction a [0 ; +o00] est
une bijection continue de [0; +o0o[ sur un intervalle J a déterminer. Notons argch sa fonction
réciproque.

4. Trouver I'intervalle maximal I C J ou argch est dérivable et calculer sa dérivée sur [.



