L1 Mathématiques Université de Brest
Analyse 1

Feuille 5

Fonctions convexes

Questions de cours.
1. Donner la définition d’une fonction convexe.

2. Donner la définition d’une fonction concave.

n
Exercice 1. Soit f : [ — R une fonction convexe et A, ..., A, € [0; 1] tels que Z A; = 1. Montrer
i=1
que pour tout x1,..., xy € I,

f <Z)\ﬂ?z‘> <) N fla) -
i=1 i—1

Exercice 2. Soitz, y € Rtelsque 0 < z < y.

_y=r
In(y) — In(x)
2. Montrer que pour tout A €]0; 1[, Aln(z) + (1 — A In(y) < In(Az + (1 — A)y) . Que peut-on

1. Montrer que z < <uy.

conclure ?
. 1 1 . a?
3. Soit p, ¢ € R tels que — + — = 1. Montrer que pour touta, b € R’ , ab < — + —.
P g p q
4. Soitn € N* et z1,..., #, € R . Montrer I'inégalité arithmético-géométrique

r1+...+x,
—n .

n$1$n<

Exercice 3. Soient f : R — R une fonction convexe et ¢ : R — R une fonction convexe et
croissante. Démontrer que g o f est convexe.

Exercice 4. Soient f : I —> R une fonction dérivable et a, b, c € I telsquea < b < c.

1. Déterminer ¢t € [0; 1] telque b= (1 —t)a + te.
c—b b—a

2. On suppose que f est convexe. Montrer que f(b) < - af(a) + - af(c) :
3. Si f est convexe, montrer que f(b) _ f(a) < f(c) _ f(a) < f(c) _ f(b) .
b—a c—a c—b

4. Montrer que sil'une des inégalités de la question 3 est vérifiée, alors f est convexe.

5. Montrer que si f est convexe, alors la fonction f’ est croissante.



6. Montrer que si la fonction dérivée f est croissante, alors la fonction f est convexe.
Indication : Pour x, y € I tels que z < vy, étudier la fonction g : [0; 1] — R définie par

gA) =Af(@)+ A=) fly) = fAz+ (1= N)y).
Exercice 5. Soit f : I — R une fonction convexe et strictement croissante.
1. Etudier la convexité de f~1: f(I) — 1I.

2. Déterminer 'ensemble des fonctions f : R — R convexe et strictement croissante telle que
f~1:R — R est aussi convexe.

Exercice 6. Déterminer les intervalles ou les fonctions suivantes sont convexes (resp. concaves) :
2
1. f:2 v+ cos(w) 3. frxr— et "
2. f:x— 2rcos(@) 4. f:x v+ xln(x)

Exercice 7. Soit f : R — R la fonction définie par f(z) = 223 + 322 — 122 +2.Onnote I C R le
plus grand intervalle contenant 2 sur lequel f est injective.

1. Trouver les intervalles sur lesquels la fonction f est convexe ou concave.

2. Déterminer I . Calculer f(2) et (f~1)(6).
Exercice 8. Soit f : R — R une fonction convexe et majorée. Montrer que f est constante.
Exercice 9. Soit f une fonction convexe sur I'intervalle bornée |a ; b[. Montrer que f est minorée.

Exercice 10. Soit A C R? une partie de R%. On dit que A est convexe si elle vérifie
V(r,y) e Ax A, Vte[0;1],te+(1—-t)ye A .
1. Montrer que le carré [0; 1] x [0; 1] est convexe.
2. Montrer que le disque unité D = {(z, y) € R?: 22 + y? < 1} est convexe.
3. Montrer qu’une fonction f : R — R est convexe si et seulement si son épigraphe
{(z,y) eR*: y > f(a)}

est une partie convexe de R?.



