L2 Mathématiques Université de Brest
Analyse dans R"

Feuille 3
Fonctions continues sur R"

Exercice 1. Etudier 'existence des limites suivantes :
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Exercice 2. Soit f: R?\ {(0,0)} — R la fonction définie par f(x,y) = 55 Ty 5- Montrer
que ?y? + (z —y)

lim hm f(z,y) = hm hm f(z,y) =0

z—0y—0

et que lim  f(z,y) n’existe pas.
(z,y)—(0,0)

Exercice 3. Soit f : R? — R définie par
Foy) = (x 4 y) sin (%) sin (%) sixzy #0
0 sixzy =0
Démontrer que les deux limites itérées

lim hm flz,y) et hm lim f(z,y)

z—0y—0 —0z—0

n’existent pas, et que

lim x,
(z,y)—(0,0) f@:y)

existe et est égale a 0.

Exercice 4. Déterminer les limites lorsqu’elles existent :
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1. lim ——— : Ay -y
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21)3 3
2. im % 5. lim Y
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3. lim — 6. li > I
(@9)—(1,0) /22 442 () 0.0) a2 — 2



el L cos(zy) 8 lim . SnT
(z,)—(0,0) y>? (z,y)—(0,0) cosy — cosh x

Exercice 5. Pour chacune des fonctions f suivantes, étudier 'existence d’une limite en (0, 0,0) :

LYz r+y

1. f($,y,2):m 2. f(xvyaz):m

Exercice 6. Etudier la continuité des fonctions définies sur R? par

Ty iy x3—|—y3 .
f1<x,y)={ rgr SENEOCO ] e @0 #00)
0 sinon. 0 sinon

Exercice 7.
1. Etudier la continuité de la fonction f; : R? — R définie par

(sinz) (siny)

———= si(x, 0,0
iy = S+ D9 F 00
0

si (xz,y) = (0,0).

2. Soit a > 0 fixé. Etudier la continuité de la fonction fp : R> — R définie par

=" y|* .
falz,y) = 22 +y2 (z,y) # (0,0)
0 si (.’L’,y) = (0,0)

3. Etudier la continuité de la fonction f3 : R? — R définie par

2

; 2
y—x° Ss1y>x

T,y)= .
fa(@y) {0 siy <22

4. On définit une fonction continue de I'ouvert U = {(z,y,z) € R3 | 2yz # 0} dans R en

posant
1 1 1
fa(z,y, 2) = (2% 4+ 3? + 2?) sin <> sin <> cos <> .
x Yy z

Etudier la possibilité de prolonger f; en une fonction continue sur R3.
Exercice 8. Prolonger par continuité la fonction g : (R?)* — R définie par
— 1 2 2
9(x,y) = zyln(z” +y°).

Exercice 9. Etudier 'existence et éventuellement la valeur de la limite en (0, 0) pour les fonctions
définies (sur le plus grand domaine de R? possible) par :

2,2 Ty
7y . =
L) = 3 falwy) = =7
2 2
Ty -y
2. = 4. =
f2(-%',y) $2+y2 f4(x,y) x2+y2



, 1 3+ 3
5' = —_— . = ——
fotoa) = o+ pysin (515 ) s Sato) = 0
T+y 312
6. fo(z,y) = _ sty
SC2+y2 9. f9(xay) .1‘2+y2

1+a:2+y2s

7. fr(z,y) = in(y)

Exercice 10. Etudier les limites en (0,0) des fonctions suivantes :

1. fi(z,y) = chxifyz 6. fo(z,y) = ;C;;nyZ 11. fu(z,y) = z:c_yy

2. fo(z,y) = W 7. fr(z,y) = |9;2| ii’ 12. fio(z,y) = s1$n2(:r_yz)/2

3 flmy) = xfj'yy2 8 fslz,9) = a:Qx?—)l—ySgﬂ 13. fis(z,y) = FLZ(SW)
Ty

4. fa(z,y) = xfjg_/; 9. folz,y) = ﬁy?ﬁ 14. fulz,y) =¥

5. f5(z,y) = xys 10. fio(z,y) = xfj_ny 15. fis(z,y) = SM(;:):T(Z/)



