L2 Mathématiques Université de Brest
Suites et Séries

Feuille 3
Séries numériques

Questions de cours.
1. Qu’est-ce qu’une série absolument convergente.
2. Enoncer la regle de Leibniz.
3. Enoncer la regle d’Abel.
4. Qu’est-ce que le produit de Cauchy de deux séries numériques ?

5. Quand est-ce qu’un produit de Cauchy converge ?

Exercice 1. Série alternée (1)
Etudier la nature de la série de terme général

Exercice 2. Equivalence et série alternée (2)
On considere les suites définies par :

—1)»
w1
Vn
1. Montrer que la série Z U, converge.

neN*
2. Montrer que u,, ~ v,.

1
et v, = + —
n

3. Que peut-on dire de la convergence de la série E Up,.-
neN*



Exercice 3. Série alternée (3)

-1 1
1. Montrer que # ~ —, quand n — +o00.
(=) 4+n| n
P . (=)™
2. Que peut-on en déduire de la convergence absolue de la série E W ?
_ n n
n>2
—1)» —1)"
3. Montrer que (=1) ~ (=1) , quand n — 4o00.
(=" +n n
o N ) L
4. Que peut-on en déduire sur la convergence de la série E /
—~ (=) +n
-1 —1)" 1
5. Montrer que (1) = (=1) + v, avec v, ~ ——.
(=) +n n n?
6. Que peut-on en déduire sur la convergence de la série E ﬂ ?
(=1)"+n

n>2

Exercice 4. Série alternée (4)

Soit (u,)neny une suite positive décroissante vers zéro. Montrer les inégalités sui-
vantes :

+o0o

uo =y < Y (=1)"u, < ug.
n=0
+oo

Up — Uy + ug — uz < Z(—l)”un < ug — uj + us.

n=0

Exercice 5. Série-Intégrale

1. Soit a > 0. Montrer que la série de terme générale u,, = — p converge.
n?+a
2. A l’aide du théoreme des gendarmes et d’une comparaison série-intégrale, mon-
trer que :
“+o0o
. a 0
lim E —_ =
a—+o0 . n? + a? 2
n=

Exercice 6. Produit de Cauchy (1)
(="
NZD

converge mais pas le produit de Cauchy des deux séries.

On considere les suites u,, = v, =

. Montrer que les séries E Uy, €t E Up,

neN* neN*

Exercice 7. Produit de Cauchy (2)

n

1 w2 = 1
On admet que Z m = E Calculer Z Up avVeC Uy, = Z (k i 1)23n—k .
neN n=0 k=0



Exercice 8. Transformation d’Abel
On considere des suites (up)nen €t (vn)nen. On s’intéresse a la convergence de la
n

série E UpUy. Pour n > 1, on pose S, = E U,
neN k=0

1. Montrer que pour tout (p,q) € N? tel que p < ¢, on a :

q q—1
E UV = SqUq — Sp—1Up + E Sk (Vg — V).
k=p k=p

2. Montrer que si la suite (S,)nen est bornée et si la suite (v,)nen €st positive,

décroissante et de limite nulle alors la série g Uupv, est convergente.
neN

in(nf
3. Montrer que ma série Z sin(nf)

n>1 \/ﬁ

. . /sinn
4. Montrer que la série g sin ? converge.
n
neN*

Indication. On pourra un développement limité et utiliser que sin

converge pour tout # € R.

3 3
n = —sinn—
4

—sin 3n.
7 Sindn

Exercice 9. Etudier la convergence absolue de la série E u, et sa semi-convergence.
neN*

Up = (_1> Uy = (_1) Uy = (_1)
n?+1 n+ 2 on
= (=D)"Inn =
Up = Uy = ——— Uy, =
nlnn n (2n+ 3)(2n + 5)
(=1)" 1 —cosn sinn
Up = —F/——— Uy = ——F— Uy = —————
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Up = ——— Up = 55 Uy = —F——.
n! + nb 2" + nlo ne 4+ 1



Exercice 10. Etudier la convergence de la série g u,, et calculer, si possible, sa somme :

neN*

Uy = o un:2”e’"n
U, = /n—+vn+1 un—(_:b:?)
S _nsinn
u"_Q”—l—E) = ovm .
Up = (_nl) (Vn2+1—-vn2—1) u,=(1+ —(_;)

Exercice 11. Etudier la convergence de la série Z Up
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U, = sin <1 —cos (In(1 + 3
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