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Feuille 4
Suites de fonctions

Questions de cours.
1. Donner la définition d’une suite de fonctions qui converge simplement.
2. Donner la définition d'une suite de fonctions qui converge uniformément.
3. Enoncer le théoreme de continuité.
4. Enoncer le théoreme de dérivabilité.

5. Enoncer le théoréme d’intégration.
x
Exercice 1. On définit la suite de fonctions ( f,,)nen+ définies sur R par f,(z) = 1+—.
n
1. Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (fn)nen+ sur R.
2. Y a-t-il convergence uniforme sur tout intervalle [—A, A]?

Exercice 2. On définit la suite de fonctions (f,,)nen définies sur [0, +oo[ par

ne ® 4+ x?

n+ux

falz) =

1. Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (f,,)nen sur [0,1].

2. Méme question avec g,(z) = T
nx

Exercice 3. On définit la suite de fonctions (f,,)nen définies sur R par

r/n

- 1+ nx?

()

1. Etudier la convergence simple de la suite (f,,)nen sur R.

2. Calculer f, <\/iﬁ>

3. En déduire que la suite (f,,)nen ne converge pas uniformément sur R.

Exercice 4. On considere la suite de fonctions (f,)nen+ définie sur [0, 7] par

1 sinn’x
Jalw) = cos(x+ 2) + 370



1. Etudier la convergence simple sur [0, 7] de la suite de fonctions (fn)nen:-

1
n

(fn)nen+ sur [0, 7).

2. Calculer f,(=5). Que peut-on en déduire de la convergence uniforme de la suite

Exercice 5. On définit la suite de fonctions (f,,)nen définies sur [0, +oo[ par
fo(x) =€ " sinz.

1. Etudier la convergence simple de la suite (f,,)nen sur RT.
2. Montrer que |f,(7)] < ze™"* sur RT.

3. En déduire que la suite (f,)nen converge uniformément sur R¥.

Exercice 6. Convergence simple vers une fonction discontinue
Etudier la convergence, éventuellement uniforme, des suites de fonctions définies
par :

1. fu(z) = 2™ sur [0, 1].
2. go(x) = Zm sur [0, 1].

1+nx
1
3. hn(.fll) = m sur R.

Exercice 7. Convergence uniforme et dérivation

sin(nz) r [0, E] Montrer que la suite

NG 2

7r
(fn)nen converge uniformément vers une fonction f sur [0, 5] et constater que

1. Soit la suite de fonctions f,(x) =

la suite (f])nen ne converge pas.

1
2. Soit f,(x) = /22 + —. Montrer que chaque f, est de classe C! et que la suite
n

(fn)nen converge uniformément sur R vers une fonction qui n’est pas C*.

Exercice 8. Convergence simple et intégration
Pour tout n € N* on définit la fonction f,, par :

fu(2) =0 siz <0
fo(z) = n’x sio<z<?i
fa(x) =n—n*(z— 1) Siiga:g:%
fn(x) =0 siz> 2

1. Dessiner le graphe de la fonction f,.

2. Etudier la convergence simple de la suite (f,)nens-
1
3. Calculer / fo(z) dx. On déduire que la suite (f,)nen+ ne converge pas uni-
-1

1
formément sur [—1, 1]. Retrouver ce résultat en calculant f,(—).
n



Exercice 9. Convergence uniforme sur un ouvert

On pose f,(x) = e " sin(nz).
1. Montrer que la suite (f,,)nen converge simplement sur R™.
2. Y a-t-il convergence uniforme sur R* ?

3. Soit @ > 0. Y a-t-il convergence uniforme sur |a, +o00[?

Exercice 10. Vrai/Faux
Soit (fy)nen une suite de fonctions qui converge simplement vers une fonction f sur
un intervalle I. Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses :

1. Si les f, sont croissantes, alors f aussi.
2. Siles f, sont strictement croissantes, alors f aussi.
3. Si les f, sont périodiques, alors f aussi.

4. Si les f,, sont continues en a, alors f aussi.

Exercice 11. Soit (f,)nen la suite de fonctions définie sur [0, 1] par :

fu(z) = { n*z(l —nz) sizel0,1i]

o 0 sinon

1. Etudier la limite simple de la suite (fn)nen-
2. Calculer fo fn(t)dt. Y-a-t-il convergence uniforme sur [0, 1].

3. Etudier la convergence uniforme sur [a, 1] pour a €]0,1].

Exercice 12. Etudier la convergence simple et la convergence uniforme des suites
de fonctions (f,)nen suivantes :

L. fo(z) = Sm\;@ sur R,

(n=1)z

2. fu(z) =e = sur R puis sur | — 00, b, avec b € R.

Exercice 13. Convergence dominée 1

™

2
On souhaite étudier la limite lim sin" (t)dt.

n—+oo J,
1. La suite de fonctions (f,),en définie par f,(t) = sin”(t) converge-t-elle simple-

ment sur [0, 5] 7

2. Converge-t-elle uniformément sur [0, ] ?
3. A Paide du théoréme de convergence dominée, calculer la limite demandée.

4. Vérifier que :
lim lim f,(z) # lm  lim f,(z).

n—+o0r—73 z— % n—+oo



5. Que peut-on en déduire sur la convergence uniforme de la suite (f,)nen sur

0,Z].
Indication. Utiliser le théoréme de la double limite.

Exercice 14. Convergence dominée 2
On considere la suite de fonctions (f,)nen définie par f,(t) = e=@").

1. La suite de fonctions (f,,)nen converge-t-elle simplement sur Rt ?

2. Converge-t-elle uniformément sur R* ?

0 sitel0,1]
—t sit>1

4. En déduire, a 'aide du théoreme de convergence dominée, que

3. Vérifier que —t" < {

+oo N
lim e~ gt = 1.

n—-+4oo 0



