L2 Mathématiques Université de Brest
Suites et Séries

Feuille 7
Série Fourier

Rappel. Soit f: R — R une fonction 27-périodique on note :

Slx) = %L+ ZnEN* (an cos(nz) + by, sin(nx))

J— mnx
- ZnEZ Cn€

la série de Fourier de f avec :

1 ™

an = —/ f(z)cos(nz) de Vn >0
T™J—x
1 (7 )

b, = —/ f(z)sin(nz) de Vn >1
™ —T

[ ~
Cn =5 /_Tr f(x)e ™ dx Vn e Z.

Exercice 1. Déterminer la série de Fourier de la fonction cos(x). On rappelle que :

cos(x) cos(nx) = 1(cos(n + 1)z + cos(n — 1)1:) Vn e N

cos(x) sin(nx) = §<sin(n + 1)z + sin(n — 1):c> Vn e N.

Exercice 2. Soit f : R — R une fonction 27-périodique de classe C*°.

2m t+27m
1. Montrer que / flx)de = / f(x) dx pour tout t € R.
0 t

2. On suppose que f est paire. Montrer que :

/:Tf(w)dx:2/07rf(x)dx.

3. On suppose maintenant que f est impaire. Montrer que :

/:f(x)dx:O.



4. On note a,(f) et b,(f) les coefficients dans la série de Fourier de f. Montrer
que :
{ an(f') = nbn(f)
bn(f') = —nan(f)

5. Montrer que si f(z 4+ 7) = —f(x) Vo € R alors as, = by, =0, Vn € N.
6. Montrer que si f(m — ) = f(x) Vo € R alors ag,—1 = by, =0, Vn € N*.

Exercice 3. Soit f la fonction 27-périodique définie par f(z) =7 — x sur | — 7, 7).
1. On veut développer f en série de Fourier.

(a) Tracer le graphe de la fonction f.
(b) Vérifier que la série de Fourier de f est :

(c¢) Déterminer la somme de la série de Fourier de f.
(d) En déduire que

1 R (-1
—5 = ( n) sin(n)
n=1
(e) Puis que
T +o0 (—].)p
4 = 2p+1

(f) Appliquer I'égalité de Parseval.

2. On veut maintenant développer f en série de cosinus sur [0, 7.
(a) Prolonger f par parité et dessiner son graphe.
(b) Calculer sa série de Fourier.
(c) Appliquer le théoreme de Dirichlet.
3. Enfin, on veut développer f en série de sinus sur |0, 7.
(a) Prolonger f par imparité et dessiner son graphe.
(b) Calculer sa série de Fourier.

(c¢) Appliquer le théoreme de Dirichlet.

0 size€l—m,0]

Exercice 4. Soit f la fonction 27-périodique définie par f(z) = { ¢ sizel0q]

1. Tracer le graphe de la fonction f.

2. Vérifier que la série de Fourier de f est :

sin(nx)

+oo
o 2 (_1)n+1
S<x)_1+;_—n(2n—1)2 cos(2n — 1)z + -



3. Déterminer la somme de la série de Fourier de f.

4. En déduire que :

2 X 1
E ; (2n —1)2

Exercice 5. On définit les fonctions 27 périodiques suivantes :

flz) = { 3 :i i i]ﬂ_ m, [ cg(x) = |z] six €]—m,7];h(x) = { ;(anize six € 0,7]

On admet que leur développement en série de Fourier est donné par :

FI( )-m CU ke F ( )—W—io : cos(2k + 1)
x —kZI p in kx; 9x) =5 2 T2k 1)? x

8 «=sin(2k + 1)z

Fh(m)_%; 2k +1)3

Appliquer dans chaque cas le théoreme de Dirichlet et celui de Parseval.

+o00

cos(nx

Exercice 6. On considere la série f(z) = g <3 ) pour = € R.
n

n=1

1. Etudier la convergence de la série.
2. Que dire de la continuité de la fonction f.
3. Montrer que f est dérivable sur R.

4. Calculer les coefficients Fourier de f.

Exercice 7.
1. Pour r €] — 1, 1] calculer la somme de la série de terme général u,(r) = r"e"™,

out e R.

2. En considérant la partie réelle en déduire que :

1 —rcost -
= " t).
1+ 72 — 2rcos(t) %T cos(nt)

—+o00
3. Que peut-on dire de la convergence de la série Z ™ cos(nt).
n=0
4. En utilisant la théorie de Fourier et le théoreme d’intégration terme a terme,
en déduire pour n > 1 la valeur de :

2m 1 —rcost
I,(r) = t)dt.
(r) /0 1 — 72— 2rcos(t) cos(m)




Exercice 8. Soit a un réel fixé et a > 0. On considere la fonction f définie pour

tout réel x par :
1
J(w) = Z (x —2nm)2 + a?

nez
1. Vérifier que f(z) = Z (z — 2n7)2 + a2 + Z (x + 2nm)2 + a2’
n=0

n=1

2. Montrer que f est 27 périodique et somme de sa série de Fourier qu’on déterminera.

1 too  —int €7|n|a
Ind. On admettra que o /_Oo 752—1——(12dt =5
sh(a)
2a(ch(a) — cosx)’

3. En déduire que f(x) =




