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INTRODUCTION AUX VARIETES DIFFERENTIELLES

Dans ce chapitre, on présente quelques notions de bases sur les variétés différentielles.
On étudiera les notions de fibrés vectoriels, de champs de vecteurs et de dérivations sur les
variétés. Dans la premiére partie, nous donnerons les définitions de variétés et sous-variétés
réelles. Dans la deuxiéme partie, on présentera la notion de fibré vectoriel qui sera utile pour
définir ’espace tangent d’une variété. La troisiéme partie s’articulera autour des notions
de champs de vecteurs et de dérivations sur une variété. Nous terminerons ce chapitre
par démontrer le théoréme de Frobenius; ce théoréme sera utile dans la démonstration du
théoréme 3.15 de Newlander-Nirenberg. Ce chapitre s’appuie principalement sur les notes
de [Biq] et [Pau]. On note n, m, p trois entiers entiers positifs tel que n,m > 0 et k un
élément de N* U {+o00}.

1.1. VARIETES DIFFERENTIELLES

On commence cette partie par présenter les théorémes de formes normales et définir les sous-
variétés de R™. Dans un second temps, nous généraliserons ces notions dans le cadre des variétés.

1.1.1. Immersion et submersion. Soit f : R” — R™ une fonction de classe €* et o € R".

Théoreme 1.1 (Inversion locale). On suppose que n = m. Si la différentielle d,, f de f en xq est bi-

jective, alors il existe un voisinage U de x( et un voisinage V' de f(xo) tel que f : U — V soit un
€*-difféeomorphisme.

Définition 1.2. On dit que f est une immersion en x si la diftérentielle d,, f est injective; dans ce cas,
on an < m.La fonction f est une submersion en x si la différentielle d,, f est surjective; dans ce cas,
onan > m.

Théoréme 1.3 (Formes normales). On suppose ici que xo = 0.
1. Si f est une immersion en xq, alors il existe un difféomorphisme local ¢ : R™ — R™ tel que
po fz)=(x,0).
2. Si f est une submersion en xg, alors il existe un difféomorphisme local ¢ : R™ — R tel que

fot(zy,..., zp) = (21,..., Tm).

Démonstration. On se rameéne au théoreme d’inversion locale a travers ’algébre linéaire. On écrit f =

(ft,---s fim) oules f; : R" — R sont des fonctions a valeurs réelles. Soit A = (a;;) la matrice de
Of:
My, n(R) définie par aj; = 87]:'](0) ouje{l,...,mpetle{l,...,n}.Ona
l

dof: R* —s R™
h — Ah -
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Premier point. La matrice A est de rang n. Il existe une matrice inversible P € GL,,(R), tel que
pour tout X = (z1,..., x,) € R, PAX =!(z1,..., 7y, 0,..., 0). Soit g : R™ — R™ la fonction
définie par g(z) = Px; c’est un isomorphisme linéaire. Quitte a utiliser la fonction g o f, on peut
supposer que dg f(h) = (h,0). Soit ¥ I'application définie par

U R*xR™™" — R™
(zy)  — fl@)+0,y)

On a dy¥(z,y) = (x,y). Par le théoréme 1.1 d’inversion locale, ¥ est un difféomorphisme local en 0.
On pose ¢ = UL, Comme ¥(x, 0) = f(x), nous avons ¢ o f(x) = (z, 0).

Second point. Il existe P € GL,(R) tel que pour tout X = ‘(z1,...,2,) € R", APX =
Yx1,..., Tm). Soit g : R — R™ la fonction définie par g(z) = f(Px). On a dog(x1,..., Tn) =
(21,..., Tm). Quitte & utiliser la fonction g, on peut supposer que dof(21,...,Tn) = (T1,..., Tm)-
Soit W lapplication définie par

T: R"xR*™™ R™
(z,y) — (f(z,9),y)

Sur un voisinage de 0, ¥ est un difféomorphisme local. On pose ) = U~1. Si ¥(z, y) = (X, V) avec
X = f(z, y) et Y = y, nous avons

[f o l(X,Y) = [fopo¥l(z, y) = flx, y) = X,
dong, (f o ¥)(x,y) = x. O

1.1.2. Sous-variétés de R".

Théoréme 1.4. On suppose p < n. Soit M une partie de R". Les définitions suivantes sont équivalentes :
1. Définition par redressement. Pour tout x € M, il existe un voisinage U de x dansR", un voisinage
V deR™ et un €*-difféomorphisme ¢ : U — V tel que (M NU) =V N (RP x {0}). Une telle
application @ est appelé carte de M.
2. Définition par fonction implicite. Pour tout x € M, il existe un voisinage U de x dans R" et une
application f : U — R" P de classe € qui est une submersion en x, tel que U N M = f~1(0).

Définition 1.5. On dit qu’une partie M de R" est une sous-variété de R™ de dimension p et de classe
%" si elle vérifie I'une des deux définitions du Théoréme 1.4.

Exemple 1.6. Soit S, = {(21,..., Tp41) € R™™ |23 + ...+ 22, = 1} la spheére unité de R" et
f R+ s R
(a:l,...,xn+1) — $%+...+$%+1—1'

Pour tout = € §,,, la différentielle d, f est surjective et S,, = f _1(0) ; donc S,, est une sous variété de
R™*1 de dimension n. O

1.1.3. Variétés différentielles.

Définition 1.7. Soit M un espace topologique et I un ensemble. Un atlas de carte €* a valeurs dans R"
sur M est un ensemble .7 de couples (U, o) pour a € I tel que

1. (Uy)aer est un recouvrement de M par des ouverts,

2. o : Uy — 0a(Uy) C R™ est un homéomorphisme et pour tout «, 8 € I, application

Pap * @Q(UaﬂUg) — (pg(UaﬂUﬁ)
x — g0 p,(x)

est un ¢*-difféomorphisme.
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Pour o, 8 € I, I'application ¢, est appelée une carte et I'application g est appelé application de
transition ou changement de carte.

R™ D 2aUaNUs)  Qop  |p8UaNUp) C R"

\ J—

(T’ . 4
difféomorphisme

Soient &7 et % deux atlas de cartes de classes €*. Les atlas .7 et & sont €*-compatibles si leur
réunion est encore un atlas de classe €% ou de maniére équivalente, le changement de carte entre
une carte de .7 et une carte de % est un €*-difféomorphisme. Etre €*-compatible est une relation
d’équivalence.

Définition 1.8. Une variété différentielle de classe ©’* et de dimension n est un espace topologique sépa-
rable muni d’un atlas dénombrable de cartes de classe € a valeurs dans R” (ou de maniére équivalente
d’une classe d’équivalence d’atlas de cartes €% a valeurs dans R™).

Exemple 1.9. Une sous-variété M de R" de dimension p (p < n) est une variété différentielle. %
On peut généraliser la notion de sous-variété de R™ aux variétés différentielles.

Définition 1.10. On suppose p < n. Soit M une variété de dimension n et N C M une partie de M.
On dit que N est une sous-variété de M de dimension p si 'une des deux définitions équivalentes est
vérifiée.
1. Définition par redressement. Pour tout x € N, il existe ¢ : U — V' C R" une carte de M telle
que U contient z et (N NU) = (RP x {0}) NV C RP x R"7P.,
2. Définition par fonction implicite. Pour tout x € N, il existe un ouvert de carte U de M tel que
x € U et une application f = fy : U — R" P de classe €* qui est une submersion en x
vérifiant U N N = f~1(0).

Soient M et N deux variétés de classe €% de dimension m et n respectivement. Soit f : M — N
une application.

Définition 1.11. L’application f est de classe €" (r < k) si pour toute carte ¢ : U — R"”" de M et
Y : V. — R™ de N, l'application f lue dans les cartes (U, ¢) et (V, 1) est de classe €, c’est-a-dire :
Papplication
g: UNfHV)) — (V)
x — (Yo fop t)(z)

est de classe €.

Soit z € M, (U, o) une carte de M en x et (V, 1)) une carte de N en f(x). L’application f est
une immersion en x si I'application f lue dans les cartes (U, ¢) et (V, ¢) est une immersion au point
©(x). De méme, f est une submersion en x sil’application f lue dans les cartes (U, ¢) et (V, ¢) est une
submersion au point ¢(z). Comme généralisation du théoréme 1.3, on a :
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Théoréme 1.12.

1. Si f est une immersion en x alors pour toute carte locale v en x telle que p(x) = 0, il existe une carte
locale v en f(x) avec ¢(f(z)) = O telle qu’au voisinage de 0 on aitp o f o o~ (w1,..., Ty) =
(1,..., Tm, 0,...,0).

2. Si f est une submersion en x alors pour toute carte locale 1y en f(x) telle que 1 (f(x)) = 0, il existe
une carte locale  en x avec p(x) = 0 telle qu’au voisinage de 0 on aitip o f o™ (x1,..., 1) =

(T1,..., Tn).
1.2. ESPACES TANGENTS

Avant de définir ’espace tangent d’une variété, nous commencons par définir ’espace tangent d’'une
sous-variété réelle. Compte tenue des propriétés de 'espace tangent d’'une sous-variété de R", on veut
voir s’il n’existe pas de versions analogues dans le cas d’une variété. Pour cette raison, on a besoin de
la notion de fibré vectoriel.

1.2.1. Espace tangent d’'une sous-variété de R". Soit M une sous-variété de R" de dimension p.
Définition 1.13. Soit x € M. Un vecteur v € R” est tangent a M en z s’il existe une courbe
c:]—e, e[ — M de classe €' avec ¢ > 0 tel que ¢(0) = z et ¢/(0) = v. L'espace des vecteurs
tangent de M en x est appelé espace tangent de M en x et est noté T, M

Exemple 1.14. Soit o € R™, V un sous-espace vectoriel de R" et M = xg + V. Soit = x¢ + v’ un
point de M. Pour v € V, en notant ¢ la courbe définie par ¢(t) = t v + x, on remarque que V' C T, M.
Siw € T, M, il existe une courbe c telle que ¢(0) = z et ¢/(0) = w, donc ¢(t) = t w + 2. Comme pour
toutt € R, tw € V, on déduit que T, M C V.Donc T, M = V. O

Proposition 1.15. Pour tout x € M, T, M est un espace vectoriel de dimension p.

Démonstration. Soit x € M, U un voisinage de x et ¢ : U — V comme dans la premiére définition
du théoréme 1.4 . Si c est une courbe de M passant par z, alors ¢ o ¢ est une courbe de V N (RP x {0})

d
passant par () et % [o(c(t))] = d,p(d(0)). Ainsi, X € T, M si et seulement si d,p(X) €
t—

0
T(z)p(M N U); done lapplication dy¢ : T M — T, (y(M N U) est un isomorphisme et
ToM = (dat) ™' (R? x {0})
car Ty,(yp(M NU) = RP x {0} . Ainsi, T, M est un sous-espace vectoriel de R" de dimension p. [

Proposition - Définition 1.16. L’ensemble 7'M de tous les vecteurs tangents de M définie par
TM={(z,X)e M xR": X e T, M}

est appelé espace tangent de M. L’espace total T'M est une sous-variété de R" x R™ de dimension 2p.

Démonstration. Si @ : U — V une carte en M, alors I'application

v: UxR*" — V x R™
(@, X) — (@), dep(X))

est une carte de T'M. O
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1.2.2. Fibrés vectoriels réels. Si M une sous-variété de R™, I'espace tangent T'M est localement
difféomorphe au produit d’un ouvert de M avec un sous-espace vectoriel de R™. Si7 : TM — M est
la projection de TM sur M, pour tout x € M, 7~ 1(x) est identifié 4 un sous-espace vectoriel de R”.
On peut donc voir 7'M comme une famille d’espaces vectoriels. Cet exemple est un cas particulier de
la notion de fibré vectoriel.

Définition 1.17. Soit B une variété de classe €*1. Un fibré vectoriel réel ¢ de classe €* et de rang p
sur B est la donnée d’une famille d’espaces vectoriels réels (F,),cp de dimension p et d’une structure
de variété €% sur E = U E, telle que les conditions suivantes sont vérifiées :
reB
1. L’application 7 : E — B envoyant E, sur x est de classe €*.
2. Pour tout z € B, il existe un voisinage ouvert U de = dans B et un %*-difféomorphisme
¢ 7Y (U) — U x RP tel que pryop = 7 et pr, op|g, : By — RP est un isomorphisme
R-linéaire pour tout b € U.

On dit que 7 est la projection de &, B la base, E Iespace total, E, = m—'(z) la fibre au dessus de ,
U un ouvert distingué (ou de trivialisation) et  une trivialisation locale de 7 au dessus de U.

Définition 1.18. Soit £ et ¢’ deux fibrés vectoriels réels de projections 7 : E — Betn' : E' — B’
respectivement. Un morphisme de £ dans £’ est un couple d’applications (f, f) tel que le diagramme

suivant commute :

E— 1 g

nl . lﬂ,

B— 1 .p

et pour toutb € B, fig, : By — E’? est un morphisme d’espaces vectoriels réels c’est-a-dire une

(0)
application R-linéaire.

Soient ¢, ' et £ trois fibrés vectoriels. Soient (f, f) un morphisme de { dans &’ et (g, §) un mor-
phisme de ¢’ dans ¢ alors (g o f, g o f) est un morphisme de ¢ dans £”.

Définition 1.19. Une section de classe €% d’un fibré vectoriel 7 : E —> B de classe €* est une
application s : B — E de classe €* telle que 7 o s = Idp.

1.2.3. Espace tangent d’une variété. Dans le cas d’une variété différentielle, on peut construire
Pespace géométrique de tous les vecteurs tangents. Cette construction est semblable a celle faite pour
les sous-variétés de R™.

Définition 1.20. Soit M une variété, z € M ete > O unréel. Soit ¢1, ¢g : |—¢; €[ — M deux chemins
tel que ¢1(0) = ¢2(0) = =. Les chemins ¢; et ¢ sont équivalents si pour toute carte locale ¢ en z,

(poc1)'(0) = (poca)(0).

Dans cette définition, on aurait pu demander I’égalité uniquement pour une carte. En effet si ¢, est
une carte locale en z telle que (o 0 ¢1)'(0) = (pa © ¢2)'(0) et v une autre carte locale en z, nous
avons :

(¢80 1) (0) = dg,oe, ()95 © a1 (9a 0 1) (0)) = (g © c2)'(0).

Notation 1.21. Sic :]—¢; e[— M est un chemin tel que ¢(0) = z, on note [c, x] la classe d’équivalence
de chemins équivalents a ¢ pour la relation ci-dessus. L’élément [c, x] est un vecteur tangent & M en
x. L’ensemble de tous les vecteurs tangent a M en x est appelé espace tangent de M en z et est noté
T, M.

Soient M et N deux variétés de classe €% et f : M — N une application de classe €*. Si c est
un chemin dans M passant par x € M, alors f o ¢ est un chemin dans N passant par f(z).
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Lemme 1.22. Sic; et ca sont deux chemins équivalents alors f o ¢y et f o ¢y le sont aussi.

Démonstration. Soit ¢ une carte locale de M en x et ¢ une carte locale de N en f(x).
Comme (¢ o ¢1)"(0) = (¢ o ¢2)'(0), nous avons :

(Wofoer)(0)=(ofop topoe)(0)

dgoocl (¢Of 1)((@061),(0))
= dgocyo) (¥ 0 fo 9™ ) ((p o e2)'(0))
= (

o f o) (0),
d’ou le résultat. O

T.f: T,M — TN

;2] — [foc f( )]
phisme, nous avons (Ty, f ) ™! = T (f71).
Soit M une variété de dimension n et x € M. Si ¢ est une carte locale en z alors ’application

Ainsi Papplication est bien définie. Si f est un difféomor-

T,o: T,M — R™
[c, 2] +— (poc)(0)

est un isomorphisme. Si ¢(x) = 0 et 1) une autre carte locale de M en z, le diagramme suivant commute.

T, M
. / oy
n do (o)

Comme do (1) o o~ 1) préserve la structure d’espace vectoriel, les structures d’espace vectoriel sur T, M
issues de T et T1) sont les mémes. Donc T, M est bien un espace vectoriel réel de dimension n. On
définit espace tangent d’'une variété M par

Rn

TM = [[ T.M = {(z,X) telque z € M et X € T, M}.
xeM

L’espace T'M est muni d’une projection 7 : TM — M définie par 7(z, X) = .

Proposition 1.23. On suppose k > 2. Si M est une variété de dimension n et de classe €%, alors T M
hérite canoniquement d’une structure de variété de dimension 2n et de classe €%~ 1.

Démonstration. Soit (U, ¢u)acr un atlas de cartes pour la variété M. Pour tout «, on pose

doo: 1 U,) — va(Uy) X R™
(z, X)  +— (pal®), dopa(X))

L’application dp,, est une carte pour la variété T M. Pour o, 5 € I, I'application de changement de
carte est définie par

dpas: 0a(UaNUs) x R —s 05(Us NUs) x R™
(z, X) — (ppopal(2), dulppopa!)(X))

Comme ¢ o ¢! est un difféomorphisme de classe €% et d, (5 o ') est un difféomorphisme de
classe €%, on conclut que dpqap est un difféomorphisme de classe €+ Ainsi (17 (Uy) , dpa)act
estun atlas de cartes de T'M 4 valeurs dans R2?" de classe €% 1. Donc T'M est une variété de dimension
2n et de classe €% 1. O



Chapitre 1. Introduction aux variétés différentielles 7

Remarque 1.24. L’application 7 : TM — M est la projection d’un fibré vectoriel réel; ce fibré
vectoriel est appelé fibré tangent de M.

Soit M et N deux variétés de classe €**1 et f : M — N une application de classe €**. Alors
I'application T'f définie par

Tf: TM — — TN
(@, [e;2]) = (f(2), [foc, f(2)])

est de classe €*. Le couple (T'f, f) est un morphisme de fibrés vectoriels de TM — M sur
TN — N ; en particulier le diagramme suivant commute.

™ — T 7N

| |

M— N

Remarque 1.25. Si M est un ouvert de R” et N un ouvert de R", on définit ’application 7" f par :

Tf: TM — TN
(x,v) +— (f(2), daf(v))

1.3. CHAMPS DE VECTEURS

Cette partie a pour but de présenter les différentes propriétés des champs de vecteurs. On com-
mence par les définir puis on présente 1’écriture d’un champ de vecteurs dans une carte locale. Dans
un deuxiéme temps, dans le cadre des variétés de classe 4>, on montre qu’il existe une correspon-
dance entre champs de vecteurs et dérivations. Gréce a cette correspondance, on définit le crochet de
Lie de deux champs de vecteurs. On termine cette partie en donnant quelques propriétés sur les flots
de champs de vecteurs. On note M une variété €°° de dimension n.

Définition 1.26. Un champ de vecteurs de classe €* sur M est une section €% du fibré tangent de M.

Notation 1.27. On note I';,(T'M ) I'ensemble des champs de vecteurs de classe €* et I'(T'M ) I'ensemble
des champs de vecteurs de classe €.

Comme pour tout © € M, T, M est un espace vectoriel, on peut munir I'y (7'M ) d’une structure
d’espace vectoriel pour I’addition point par point et de la multiplication externe point par point. Si
X,Y € I'y(TM) et X € R, on définit respectivement les champs de vecteur X + Y et AX par (X +
Y)(z) = X(z) + Y(x) et (AX)(x) = AX(2).Si f € €F(M, R) et X € [';,(TM), alors (fX) est un
élément de I', (T M) définie par (fX)(x) = f(x) X (x). On dit que I'y,(T'M) est un €*(M, R)-module.

Soit N une variété de classe %! et f : M — N un ¢**+!-difféomorphisme. Soit Y € T',(TN),
on définit le champ de vecteurs f*Y sur M par

Y cxe— (T f) " (Y (f(2)));
ce champ de vecteurs est appelé image réciproque de Y par f.

Propriété 1.28.
1. L’application de I'y,(TN) dans I'y,(T'M) définie par Y —— f*Y est R-linéaire et pour tout g €
GH(N, R), [*(g) = (g0 )"V
2. Soient P une variété €%, g : N — P un €**+'-difféomorphisme et Z un champ de vecteur €*
sur P. Alors (go f)*Z = f*(¢*Z).
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On peut pousser en avant les champs de vecteurs. Si X € I'y(T'M), on note f.X le champ de
vecteurs de classe " sur N défini par (f~1)*X, c’est-a-dire

X iy = T F( X))
Pourtout X € Ty (TM)etY € I'y(TN),ona f*(f.X) = X et f.(f*Y) =Y ;donc
f* : Fk(TN) — Fk(TM)
est un isomorphisme d’espace vectoriel d’inverse f, .
1.3.1. Champ de vecteurs dans une carte. Si U est un ouvert de M et X € T'y(T'M), on note X

la restriction du champ de vecteurs X sur U. On suppose que U est un ouvertde R®*.OnaTU = U xR"
et un champ de vecteurs sur U est une application z — (z, X (x)) qui s’identifie 3 X € €*(U, R).

Si(e1, ..., ey) estla base canonique de R", alors les champs de vecteurs Ej : © — e; forment une
base de I'y,(T'U). Donc tout champ de vecteurs X sur U s’écrit de fagon unique sous la forme
n
X =) fE
j=1

ou f; € ka(U, R).
Soit (U, ¢) une carte locale de M et X € I'y(TU). Le champ de vecteurs . (X ;) est un champ
de vecteurs sur ¢(U). Dans la base des champs de vecteurs F;, nous avons

pu(Xjy) = Zf;

ou f; € ¢*(o(U), R). Si X; = fjo,alors
X\U = Z Xj <p*E']
=1
Les X; € €*(U, R) sont des coordonnées locale de X dans la carte (U, ¢).

Proposition 1.29. Soit (V, 1)) une autre carte locale et pot)~' Uapplication de changement de carte définie
Par@ S wil : y = (y17 ey Z/n) = (xl(yh R yn)v sy xn(yh ceey, yn)) Sl X|V - Z?:l Y] w*E!

alors
x=3 v 5oy
j=1 Yi

Démonstration. Poura € U NV,ona
W Ej(a) = (o o) Ej(a) = (Tap) " [(Y oo ) Ej(p(a))]

= (Tup) ™ [(p o™ )Bi(9(a))] = (Tup) ™ (T (e o[ E5(¥(a))])

_ " Ox _ " [ Ox _
= (Tuy) 1<Zal.<w< ))61) = (Ty) 1(2 (5owor) El> (¢la)),
1= Y =1 Yi
donc
n n 8
VE; = (Z(a’oww—l) EZ): oo Ey
=1 J 1= 9Yi
Ainsi,
n . n n aﬂfl . n n 8:1:; .
X=D Yio'Ej=) Y,y o-ov ¢'B = Yio—ov | ¢"B,
j=1 j=1 =1 Y =1 \j=1 Yi

d’ou la proposition. O
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1.3.2. Dérivations. Une k-dérivation (ou dérivation) de M sur les fonctions a valeurs réelles est une
application linéaire § : *+1(M, R) — €*(M, R) qui vérifie la régle de Leibniz, c’est a dire : pour
tout f, g € €FT1(M, R),

6(fg) = fo(g) + gé(f).

Soit f une fonction appartenant & €*(M, R) et § une dérivation. pour tout g € F*T1(M, R) et
x € M, on définit la dérivation fJ par

(f0)(9)(x) = f(x) 6(g)(x).

On note Zx(M) I'ensemble des k-dérivations. Si K = oo, on notera I'ensemble Z;(M) par Z(M).
L’ensemble Z;(M) est un €% (M, R)-module.

Remarque 1.30. Les dérivations sont nulles sur les constantes.

Proposition 1.31. Soit § une dérivation. Si les fonctions f et g appartenant a €% (M, R) coincident sur
un ouvert U de M, alors les fonctions 6 f et dg coincident sur U.

Soit N une variété de classe €*t1, § une dérivation sur N et ¢ : M — N un €*+!-difféo-
morphisme local. Pour tout = dans M, il existe U, et V,, des voisinages ouverts de z et ¢(x) respecti-
vement tels que ¢ : U, — V, est un €*!-difféomorphisme.

Définition 1.32. Pour x € M, on note x, € €*T!(V,, R) une fonction a support dans V;, tel que
Xz = 1 prés de ¢(x). On définit la dérivation ¢* de M par :

©*6: EMY(M,R) — EF(M,R)
f — (@ 0)(f) 12— dxa fow ] (0(x))

Remarque 1.33. La formule définissant ¢*9 ne dépend pas du choix de x,; .

Exemples 1.34. 1. Si (U, ¢) est une carte locale de M a valeurs dans R" de coordonnées canoniques

(1,..., Tp), alors les
ai L GHLUUR) —  ENULR)
J
-1
f — a(faotp ) o
Lj

sont des dérivations sur U.

2. Soit X € I'(T'M ) un champ de vecteurs. L’application

Lx . €Y M, R) — EF(M, R)

f — xf o — (TLf)(X(2))
est une dérivation. Cette application est 'action de la dérivée de Lie £x sur les fonctions. O
SiU estun ouvert de R" de base canonique (ey, . . ., €,) et de coordonnées canoniques (z1, . . . , Tr),
alors Zp, = a—mj ou E; est le champ de vecteurs de U défini par E;(x) = e;. Plus généralement, si
0

(U, ¢) est une carte locale de M a valeurs dans R", nous avons £« p; = T
Zj
Iw(TM) — (M)

X — XX
réels, ainsi que de €% (M, R)-modules, et un isomorphisme si k = -+oo.

Théoréme 1.35. L’application est un morphisme injectif d’espaces vectoriels
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Démonstration. Cette application est bien linéaire. Pour tout g € €*(M, R), X € T'w(TM), f €
EFI (M, R) etz € M,ona

Ligx)f(x) = Tef(9(2) X (2)) = g(2) T2 f (X (2)) = 9(2) ZLx f(2) = (9Lx [)(x).

Donc L x) [ = gZLx f, Cest-a-dire Z(4x) = gLx. Ainsi X —— ZLx est un morphisme de €F (M, R)-
module. Montrons maintenant I'injectivité. On suppose que .%x = 0 pour un certain X de classe €.
Soit (U, ¢) une carte locale de M de coordonnées canoniques (z1, ..., Z,). On note x; : * — x;
lapplication j-éme coordonnée. Pour tout x € U, on a

0 =Zx(x;)(x) = (Tox;) (X (2)) = x;(X(2)),

donc X est le champ de vecteurs nulle sur U.

On suppose maintenant que k¥ = +00. Montrons que l'application est surjective lorsque M est la
boule unité ouverte B de R".

Lemme 1.36. Soit f : B — R une application de classe €°°. Pour tout y = (y1,..., yn) dans B, il
existe des applications hy  , ..., hpy : B — R de classe € telles que, pour tout x = (x1,. .., Tp)
dans B,

n

F@) =) = (25— yp)hjy(x).

j=1

Le lemme découle des égalités ci dessous.
La
f(f)—f(y):/ %f(t(iv—y)—ky)dt / 8 y) +y) dt.
0

Soit ¢ une dérivation sur B. Par le lemme 1.36, pour tout f € €°°(B, R) et tout y € B, nous avons :

n

SF(y) =06(f = FWNW) =0 >0 — i) hyy | @)

j=1

= Z [hiy ()06 — yi) W) + (5 — ¥;)3(hyy) ()]

_25 x;)( 8333 (y).

n
On pose g; = (), nous avons 6 = %y ou Y = Z 9;E; . Donc I'application est bien surjective.
j=1

On suppose maintenant que M est une variété différentielle. Soit (Uy, ¢4 ) un atlas de carte de M
tel que o (Ua) = B. Soit § une dérivation sur M. On a (¢a)«(d|,) = Ly, ot Y, est un champ de
vecteurs sur B. Donc 0|7, = (¥a)*(Ly,) = L(p4)v,- On note X, le champ de vecteurs (¢n)*Ya;
X, est un champ de vecteurs sur U,. Sur U, NUg, on a 5|Ua = (5|Uﬂ ; donc les champs de vecteurs X,
et Xz coincident. Ainsi, les X, se recollent en un champ de vecteurs X sur M. Comme pour tout «
nous avons 4|y, = ZLx, = (£x)v, » on conclut que 6 = Zx. O

Remarque 1.37. Si X € I'(T'M), alors on identifie le champ de vecteurs X avec la dérivée de Lie .Zx.
Si f € €°°(M, R), on notera X (f) 'élément Lx (f).
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1.3.3. Crochets de champs de vecteurs. Soit 4, &' € Z(M). L’élément [§, 6'] = 0’ — ¢’ 0 J est
une dérivation sur M. En effet :

000'(fg) =f(608)g+ (0f)(0"g) + (69)(9"f) + g(600"f) et
0" 0 0(fg) = f (6" 0d)g + (6'f)(0g) + (6'9)(0f) + g(d" 0 0),
done [6, 8)(fg) = 16, &)g + gl5, f
Définition 1.38. Soit X, Y € I'(T'M). On note [X, Y] le champ de vecteurs tel que
Zix,v) = [£x, Lyl

On appelle [ X, Y] est le crochet de Liede X et Y. Pour tout f € €°(M,R), [X, Y](f) = X(Y(f))—
Y(X(f))-

Lemme 1.39. Soient M et N deux variétés de classe €>° et X, Y, Z € I'(TM).Ona:
1L [X, Y]+ Y, X] = 0 : anti-commutativité;
2 (X, [y, Z)|+ 1Y, [Z, X]| + [Z, [X, Y]] = 0 : identité de Jacobi ;
3. pour f : N — M un €>°-difféeomorphisme, f*[X, Y] = [f*X, f*Y] : fonctorialité de |-, -|.

n n
0 0
4. Soit (U, ¢) une carte locale de M. Si surU, X = ]Ezl fj@Tj etY = ;:1 gj87j alors sur U,

& 0 0 0
X, v1=> )" <fjaj; - gja;f;) oo (1.1)

I=1 j=1
5 Pour f € €°(M,R),ona [X, fY]|=f[X, Y]+ (ZLxf)Y.

Proposition 1.40. Soit N une sous-variété de M et X, Y des champs de vecteurs sur M. Si les restrictions
de X etY a N restent dans TN C T'M|y, alors [X, Y] est tangent a N et est égal [X|n, Y|n].

Démonstration. On utilise le point 3 du lemme 1.39 avec f : N — M l'application identité. O

1.3.4. Flot d’'un champ de vecteurs. Soit X € I'(TM) un champ de vecteurs. On cherche les
solutions ¢ : I — M définies sur un intervalle I de R contenant 0 de I’équation

d(t) = X (c(t)). (1.2)

Exemple 1.41. Si M = R? alors X est de la forme X = f(x, y)aa + g(z, y)aa et la courbe ¢(t) =
£ Y

(x(t), y(t)) vérifie I'équation

{ o' = f(z, y)

y =gz, y)
O
Plus généralement si (x1, ..., ) sont des coordonnées locales de z € M et (X;)i<;<n des co-
ordonnées locales de X vu a travers une carte, en notant c¢(t) = (z1(t),..., z,(t)), 'équation (1.2)
devient
«i = Xj(z1,..., ©,) pourtout je{l,...,n}

Par le théoréme de Cauchy-Lipschitz, pour tout « € M, il existe une unique courbe intégrale c : I —
M de X définie localement tel que ¢(0) = x et ¢/(t) = X (c(t)). Ainsi, pour x € M fixé, on note ¢, la
solution maximale de I’équation ¢/(t) = X (¢(t)) de condition initiale ¢(0) = x.

Définition 1.42. Le champ de vecteur X est complet si pour tout x € M, la solution c, est définie sur

R.
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Lemme 1.43. Sic: I — M est une solution de I’équation (1.2), alors pour toute carte (U, @o) de M
telle que I, = I N c~Y(U,) # @, on a: pour toutt € I,

(0 00)(t) = [(a)eX (a0 c(t)). (13)

Démonstration. Pour tout t € I, il existe y € R" tel que o, ' (y) = c(t).Sit € I,,ona:

(a0 0)(t) = Teypal ¢(t)) = T o1y al X (03" (1)) = [(9a)«X](y) = [(pa)e X ](0a © c(t))-
O

Lemme 1.44. Si X est a support compact, alors X est complet.

Démonstration. Soit (Uy, o) une carte de M et Yo, = (0a)+ (X|y, ) un champ de vecteurs sur R™. Le
champ de vecteurs Y,, est a support compact. Par le lemme des bouts, si ¢; est une solution de a'(t) =
Y, (a(t)) définie sur un intervalle borné, alors 'image de c¢; sort de tout compact. Ceci est impossible
car Y, est a support compact. Donc la solution ¢; est définie sur R; ceci entraine que Y, est complet.
Donc Xy, est complet. O

Maintenant, on change de point de vue. A t fixé, on pose ®;* (z) = ¢, (t). L’application ®X consiste
a regarder comment le systéme a évolué entre 'instant 0 et I'instant ¢. Soit U un ouvert de M et I un
intervalle de R contenant 0 tel que I’application

X . IxU — M
(t, z) +— <I>X(t, x):q)f((x)

est bien définie. L’application ®% est appelé flot de X sur U.
Lemme 1.45. Soients, t € I etz € U.Si® (z) € U et s+t € I alors %, (z) = Y 0 &} ().

Remarque 1.46. Si X est complet, alors (®;¥);cg est un groupe a un paramétre de difféomorphismes
de M.

Théoréme 1.47 (du redressement). Soit X € T'y(T'M). Pour tout xog € M tel que X (xg) # 0, il existe
une carte locale (U, ) de M en x tel que surU, X = p*Ej.

Démonstration. Comme le probléme est local, on peut supposer que M est un ouvert de R™. On suppose
que 9 = 0 et que X (x¢) = e ou (ey,..., e,) est la base canonique de R"™. Soit ® le flot de X dans
un voisinage de zg. L’application

0:(t, zo,..., zp) —> D0, 29,..., )

définie sur un voisinage de 0 est de classe . On a :

0,
d(m1,...,mn)9(yl7 e 7yn) = 81;11 (O’ L2y - s Jjn) + d(O, zz,...,rn)¢x1 (07 Y2, -+, yn)

= le((I):m (07 Z2, ..., xn) ) + d((],a:g,...,a:n)q)zl (07 Y2, -, yn)
= le(e(‘Tla L2y .y ZEn) ) + d(O,xQ,...,xn)(I)wl (07 Y2,y yn)

Donc dof(y1,---, yn) = 11X(0) + (0, y2,. .., Yn) = (Y1,---, Yn), donc dof = Id. Par le théoréeme
d’inversion locale, 6 est un ¢*-difféomorphisme local en 0. Pour tout x = (1, ..., x,) suffisamment
prochede0,ona d;0(e;) = X (6(z)). Comme E;(x) = ej,nousavons F(z) = (6*X) (z), c’est-a-dire
(0~1)*E; = X. Ainsi, o = 071, O

Proposition - Définition 1.48. Soit X un champ de vecteurs et ®¥ son flot. Pour toute fonction f €

%’f“(M,R),onanf:i (f o ®%).
dt|,_,
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Remarque 1.49. Cette définition permet d’étendre .#’x aux formes différentielles.

Lemme 1.50. Soit X etY deux champs de vecteurs sur M. On note ® et U les flots de X etY respective-
ment. On a :

d . d -
T (B0 Wuo®y) = (Y) o (PyoWyody) et —(BY)= P;[X, Y].
Démonstration. Pour le premier point, nous avons :
d d

2 (D=t 0 Wy 0 @) (2) = T 0m, () -t (du(‘l’u o &) ($)>

= (To_sow00()®:) (Y (T 0 8y(x)))
= (P[Y) o (P_t 0 U, 0 Dy(x)).

Pour montrer la seconde identité, on va utiliser la premiére. Soit Z le champ de vecteurs sur M définit

par:
d

Z(x) = £<I>ZY(QC) .

Ona

4 (P_s0 Wy 0dy) (2) =PIY (P_5 0T, 0 Py(x)) = PIY (x);

du u=0 u=0
donc g J

Z(x) = ds - Ju o (P50 Wy 0 y) (2).
Soit f € €**1(M, R) et x € M fixé. On a
d d
- L fo(P_soW,0d)(x)=T,f [du L (P_so0W, 0 @S)(x)] .
d

On pose p(s) = o . (P_50W, 0P,)(z),ona

d d d

G e =0 @ [ F| ) = (7] e9).
donc p J

Lrf(x) = Ts . <du u:()fo d_,o0T,o0 <I>S> ().
On fixe u. On pose g(s) = ¥, 0 ®4(z) et h(s) = P_4(g(s)). Ona
d d ,
ds|,_, f(P_soW, 0P4(x)) = i [f o h(s)] = Ty f (R'(0)) .
Nous avons
9'(5) = T @) Vu [X(25(2))] ie ¢'(0) =Tp Wy [X(2)]

et

W(s) = =X (2-s(9(s5))) + Ty(e) (@—5) [¢'(5)] 1e H(0) = =X (Vu(z)) + Tp Wy [X(2)].
Ainsi,
Th(0)f (K (0)) = T, @) [ [ X (Vu(2))] + T, (@) f (TP [X (2)])

= —T\I,u(x)f (X (Wy(2))] + To(f o Wy) [X(z)]
= — (Lxf) o Uu(z) + Lx(f o 1) ().
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Comme
% i (Lxf)oWu(z) = L (Lxf) (@)
et
di uzogX(fO U, ) () = ZLx (;; uzofo \Ilu> (x) = Lx (A f) (z)

on déduit que

L7f(x) = Ly (Zxf) (x) + Zx (L [) (2)

d
c’est-a-dire ﬁ(q); Y) = Z = [X, Y].En appliquant ®? a cette égalité, nous avons

t=0
P*[X, Y] = & ﬁ(@*y) = | O (@Y)= b ey = i(cI>*Y)
s ’ - *s dt t o o s t - dt o t+s - ds s .

Remarque 1.51. Si X = Y, nous avons (®;* )*X = X, c’est-a-dire X (@ (z)) = T,®X( X (z)).

Théoréme 1.52. Les flots générés par deux champs de vecteurs X et Y commutent si et seulement si
[X,Y]=0.

Démonstration. Siles flots ®X et ®¥ commutent, par la premiére identité du le lemme 1.50 nous avons
Y = (®&)*Y, donc
d

X, Y] = S(@)Y

d
- Ty

= =0.
v—o dt

t=0

d
Si [X, Y] = 0, nous avons ﬁ(q);fx)*Y = 0; donc (®;X)*Y =Y. Par le lemme 1.50, on a

d
@(Q)i(to@q};o@g() = ((CDtX)*Y) o(<I>)_(to<I>Zo<I>tX) :Yo(CI))_(to‘I)ZoQ)g();
donc %, 0 Y o ®;X est le flot de Y. Ainsi, &%, 0 Y 0 &)X = @Y. O

1.4. THEOREME DE FROBENIUS

Le but de cette partie est de présenter le théoréme de Frobenius. Ce théoréme assure 1’équivalence
entre une distribution intégrable et une distribution involutive. On commence par définir tous ces termes
puis nous donnant des résultat qui seront utiles pour la démonstration du théoréme de Frobenius.
Soit M une variété €°° de dimension n et p un entier tel que p < n.

Définition 1.53. Une distribution (ou champ de plans) D de dimension p et de classe €% dans une variété
M est la donnée, pour tout point x de M d’un sous-espace vectoriel D, de T M de dimension p qui
dépend de maniére €* de x, c’est a dire pour tout xy € M, il existe un voisinage U de xq et p champs
de vecteurs X1,..., X, de classe €* tel que pour tout z € U, D, est engendré par les champs de
vecteurs X (x),..., Xp(z).

Exemple 1.54. Soit X € I'y(T'M) un champ de vecteurs ne s’annulant pas sur M. Par le théoréme
1.47, la direction générée par X définie une distribution de dimension 1 sur M. O

Définition 1.55. Une distribution D de rang p est intégrable si M est recouvert par des ouverts U tels
qu’il existe une application submersive ¢ = 9y : U — R" 7P vérifiant pour tout = € U,

D, = Ker(wa T, U — Tw(I)Rnfp}
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Proposition 1.56. Une distribution D de rang p est intégrable si et seulement si pour touty € M, il existe
un voisinage U de y de coordonnées canoniques (1, ..., x,) tel que pour tout x € U, D, est engendrée
par les champs de vecteurs 8%1’ e 8%?

Démonstration. On suppose que D est intégrable. Soit U un ouvert de M et une application ¢ = vy :
U — R"P comme dans la définition 1.55. L’espace W = 9/ ~1(0) est une sous-variété de M de
dimension p. Pour tout z € W, ona T, W = D,.. Soit (U, () une carte de M. Il existe un difféo-
morphisme entre ¢, (U, N W) et un ouvert V' de RP. Quitte a appliquer ce difféomorphisme, on peut

supposer que ¢, (U, N W) = V. Comme 6%1, cee % est une base de champs de vecteurs sur V, on

déduit que ¢, (%) s ey N, (a%p) est une base de champs de vecteurs sur W N U,,.

Pour la réciproque, quitte a prendre une carte (Uy, ¢4 ) de M, on peut supposer que U est un ouvert de
R™. L’application ¢ : (z1,..., &n) — (Zp41,. .., ) est une submersion telle que pour tout z € U,
D, = Ker(Tytp : TU — Typ(2)R"7P) . On déduit que D est intégrable. O

Définition 1.57. Une distribution D est dite involutive si pour tous champs de vecteurs X et Y se
trouvant dans D, le champ de vecteurs [ X, Y| appartient & D.

Lemme 1.58. Si D est une distribution involutive de dimension p sur M, alors pour tout xq € M, il existe
un voisinage U de x( de coordonnées canoniques (x1, . .., ) tel que pour tout x € U, D, est engendré
o)

par les champs de vecteurs 52—, ..., By

Démonstration du lemme 1.58. La démonstration de ce lemme se fera en plusieurs étapes.

Premiére étape. Le but de cette étape est de construire des champs de vecteurs X1, ..., X, engen-
drant D sur U tel que [ X, X}] = 0. On suppose que £y = 0. Onnote (z1, ..., 2,) des coordonnées de
UetYi,...,Y),deschamps de vecteurs engendrant D sur U. Quitte a composer par un isomorphisme
de R™ (voir le théoréme 1.3) on peut supposer qu’au point 0, Y; = 8%7 pour toutj € {1,..., p}. Proche

al'k

n
de 0, on peut écrire Y; = Z aji ou A = (ajr)1<j, k<p est une matrice proche de I'identité. On
k=1

P
note B = (bjx)1<j, k<p I'inverse de A. Pour j € {1,..., p}, on pose X; = ijkYk. La famille des

k=1
champs de vecteurs X; forment une base de D sur U.On a:
0 - 0
X, — LY
J (%j + Z fjk 8Ik
k=p+1
- 0
ou les f;), sont des fonctions s’annulant en 0 et [X;, X}| = Z (X frr — Xk fi) Eye Puisque D est
)
l=p+1

involutif, [X;, X;] € D. Donc

p p D) n o
X5 Xul =D _esuXo =3 eiu | 5o+ D Sug— |
=1 =1 r=p+1

p
<4 0 . .

c’est a dire E ejkla—xl = 0. Ainsi par 'indépendance des aTck nous avons e;;; = 0 pour tout k£ €

=1

{1,..., p}. Donc [X;, X;] = 0.
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Deuxiéme étape. Montrons que si (X7, ..., X)) est un p-uplet de champs de vecteurs vérifiant
[X;, Xi] =0,

alors il existe un difféomorphisme local f en O tel qu’au voisinage de 0 on ait f*X; = % Soit
J

L, ..., ®P les flots générés par les champs de vecteurs X7, ..., X, respectivement. Soit N une sous

variété de M de dimension n — p qui correspond localement a {0} x R"™? et I'application f définie

par

f: RP x N — M
(T1,.. ., Tp, y) > PL o... 0@ (y)~

Ona d ) f(ut,. .., up, Y) =u1 X1(y) + ... +up Xp(y) + Y . En effet lorsque p = 2, nous avons

od!
d(t7s7y)f(’ll/1, U2, Y) = ulﬁ(t’ (132(8, y)) + (dqﬂ(&y)@% o d(sjy)‘lﬂ) (UQ, Y)
OP2
= u Xy (@t 95, 9)) + (daes ) ®1) (“a( y) + <dy<1>§><Y>)

= uy X1 (D(t, D°(s, ) ) + (dp2(s, ) ®1) (u2 X2 (3(s, y)) + (dy@2)(Y))

on conclut en prenant s = ¢ = 0.
L’application d(q ) f : R x Ty N — T}, M est un isomorphisme, donc f est un difféomorphisme local
en 0. Comme les flots ®/ commutent, nous avons (en identifiant % avec le champ de vecteur £})

J

0 d (.4 vl [ | —
Az, f <8x3> :gaxj(q)xlo...oq)g,p) (y) = 6ij (@xlo...o®éjo...oq)§,p(y)

—_

ou la notation &7, , veut dire que le terme o, ; a été omis. Ainsi

0 . —
d(z,y)f (895) =X <q’%j 0Py 0...0P}0...0 q’%(ﬂ)) =X, (f(z,9)),
0 : . ) :
donc f*X; = 5, - ce qui termine la démonstration. O
J

Théoréme 1.59 (Frobenius). Une distribution D sur une variété M est intégrable si et seulement si elle est
involutive.

Démonstration. Le sens “involutive implique intégrable” découle du lemme 1.58 et de la proposition
1.56. On suppose que D est intégrable. Soit U un ouvertde M et = ¢y : U — R" 7P une application
submersive tel que pour tout z € U, D, = Ker( T, : T,U — Ty, )R™" P ). L’espace W = ¢)~1(0)
est une sous variété de M de dimension p. Pour toutx € W,ona T, W = D,.

Soit X, Y deux champs de vecteurs de M se trouvant dans D. Les champs de vecteurs Xy et Y}yy- sont
dans T'W. Par la proposition 1.40, [X, Y]y est dans T'W, donc pour tout z € W, [X, Y](2) € D..
Ainsi, nous avons [D, D] C D; donc D est involutive. O



VARIETES COMPLEXES

Pour énoncer le théoréme de Newlander—Nirenberg qui sera vu dans le chapitre 3, nous
aurons besoin de la notion de structure presque-complexe sur les variétés réelles et com-
plexes. Nous commencons ce chapitre par évoquer la notion de structure complexe sur un
espace vectoriel. Cette notion nous aidera a définir la notion de structure presque-complexe
sur une variété. Dans la deuxieme partie, nous présenterons rapidement les fonctions ho-
lomorphes a une et plusieurs variables. La troisieme partie s’orientera sur les définitions de
variété analytique complexe, de fibré vectoriel complexe et de fibré vectoriel holomorphe.
On terminera ce chapitre par présenter les structures presque-complexes.

2.1. STRUCTURES COMPLEXES SUR LES ESPACES VECTORIELS

On commence par définir la notion de structure complexe sur un espace vectoriel réel puis nous
définissons le complexifié d’un espace vectoriel réel. On termine cette partie par déterminer les sous-
espaces propres d’une structure complexe. Cette partie est basée sur [Huy, Section 1.2] et [KN, Chapitre
9, Section 1]. Dans ce chapitre, on identifie R?" avec C™ a travers I'application

R2n — Ccn
(-Tlayla'”vmnu y’n) — ($1+2y1a71’n+zyn) .

(2.1)

2.1.1. Définitions et exemples. Soit E et F' deux espaces vectoriels réels de dimension paire.

Définition 2.1. Un endomorphisme J : E — E tel que J?> = J o J = —Idg est appelé structure
complexe sur E.

Si E est 'espace vectoriel réel sous-jacent d’un espace vectoriel complexe, alors I’application x —
¢ - « définit une structure complexe sur F. Réciproquement :

Lemme 2.2. SiJ est une structure complexe sur E, alors E posséde une structure d’espace vectoriel com-
plexe.

Démonstration. La structure de C-espace vectoriel sur E est donné par 'action de C sur E définie par
(a+1ib) -z =azx+bJ(z)oua, be Retx € E. O

Ainsi, la donnée d’un C-espace vectoriel F est équivalente a la donnée (E, J) d’un R-espace vec-
toriel £ muni d’une structure complexe J.

Exemple 2.3. Compte tenu de I'identification (2.1), on définit la structure complexe I sur R?" par :

I(.’L’l, Y1, 2, Y2, -+, Tn, yn) = (_y17 1, —Y2, L25--.5 —UYn, xn)

17
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Proposition 2.4. Soit J et J' des structures complexes sur E et F' respectivement. Si [’'on considére E et F
comme des espaces vectoriels complexes, I’application R-linéaire f : E — F est C-linéaire si et seulement
siJ of=/fold.

Démonstration. La proposition vient du fait suivant : lorsqu’on considére F et F' comme des espaces
vectoriels complexes, les applications .J et J’ correspondent & la multiplication par i sur E et F respec-
tivement. O

Proposition 2.5. Soit J une structure complexe sur EI. Un sous-espace vectoriel réel F' de E est invariant
par J si et seulement si F' est un sous-espace vectoriel complexe de E lorsque E est vu comme espace
vectoriel complexe.

2.1.2. Complexification d’un espace vectoriel réel. Soit F un espace vectoriel réel de dimension
finie. On note E© = E @p C le complexifié du R-espace vectoriel E. L’espace E est naturellement
inclus dans E© a travers I'application 2 — 2 ® 1. Soient A, X' € C etz € E. On définit la conjugaison
complexe de x ® A par

TROA=T® A

et la multiplication de z® A par \’ en posant X' (z®\) = 2® (N \) . Donc E€ est un C-espace vectoriel.
Si dimg (E) = n, alors dim¢ (E®) = n.

Notation 2.6. Pour tout z, 3y € F, on notera I'élément 2 ® 1 + y ® i de EC par z + iy.

2.1.3. Espaces propres d’une structure complexe. Soit E un espace vectoriel réel de dimension
paire. Dans cette partie, on suppose que £ est muni d’une structure complexe .J. On étend .J par C-
linéarité sur EC en posant pour tout z, y € E,

J(x +1y) = J(x) +iJ(y).
Ona J? = —Idge.

Définition 2.7. Sur EC, J posséde deux valeurs propres =i. Les espaces propres E10 et E%! associés
a i et —¢ respectivement sont définis par

EY ={ue E°|Jw) =iu} et E® ={uec E®|J(u) = —iu}.
Proposition 2.8. Ona E€ = EYY @ EOL, B0 = (g —iJ(2) |z € E} et B! = {x+iJ(x) |z € E}.

Démonstration. L’endomorphisme .J admet X2+ 1 comme polynéme minimal. Donc E¢ = EM0q@ E0-1,
Soit u € EC. Il existe un unique couple (x, y) € E x E tel que u = z + iy. On suppose que u est un
élément de E1Y. Nous avons : J(u) = J(x)+iJ(y) = iu = —y+ix,donc [J(x)+y]+i[J(y) —x] = 0.
Ainsiy = —J(z) etu =z — iJ(x);donc B0 = {z —iJ(x)|z € E}. O

Remarque 2.9. Les applications

p1 E¢ — g0 pa E¢ — EOI
1 t 1
u  — i(u—zJ(u)) ¢ u §(u—|-2<](u))

sont les projections de EC sur EM0 et E%! respectivement.
Lemme 2.10. La conjugaison complexe sur EC induit un isomorphisme entre B0 et 01,

Remarque 2.11. Il existe un isomorphisme de C-espace vectoriels entre (E', i) et (E, J). De méme,

(E%1, i) est isomorphe a (E, —J).
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2.2. FONCTIONS HOLOMORPHES

Dans cette partie, on donne les définitions et quelques propriétés des fonctions holomorphes a une et
plusieurs variables. Nous présentons également la version holomorphe du théoréme d’inversion locale.
Cette section est basée sur [Huy, Section 1.1] et [Dem, Chapitre 1, section 1.3].

2.2.1. Fonctions holomorphes d’une variable complexe. On identifie R? avec C a travers I'ap-

0 0
plication (z, y) — z = = + iy. On définit les opérateurs 9 et 7z Par
z Z

9 _1(o 0\ 0 _1(0 .0
0z 2\0x Oy 0z 2\o0x oy)’

On note €2 un ouvert de C.

0
Définition 2.12. Une fonction f € €1(€2, C) est dite holomorphe si elle satisfait I'équation a—f =0.
Z

Théoréme 2.13 (Cauchy-Green-Pompeiu). Soit K C 2 un compact a bord €' par morceaux. Soit f €
€9, C), pour touta € K, ona

flay= — [ L@ 4, 1/ L 9T e, 2.2)

2T Jox 2 —a T ) 2—a0Z
ott dX est la mesure de Lebesgue sur C.

Remarque 2.14. Lorsque f est holomorphe, on obtient la formule de Cauchy

fla) = 1 (2) dz. (2.3)

2T Jox 2 —a
Corollaire 2.15. Les fonctions holomorphes dont des fonctions analytiques.

Pour la démonstration de cet énoncé, il faut voir le corollaire 2.23. Soit f : R — R une fonction
analytique au voisinage de 0. Il existe r > 0 tel que pour tout x appartenant a R tel que || < r on ait

o
f(z) = Zakmk ou ai €R.
k=0

o
Si z € Cest tel que |z| < r, alors on peut définir f en z en posant f(z) = Z a2~ .
k=0

Théoréme 2.16. Soit r € R un réel strictement positif. Toute fonction f : C — C développable en série
entiére dans le disque D(0, r) définit une fonction holomorphe dans le disque D(0, r).

o
Proposition 2.17. Soit f(z) = Z ai, 2* une série entiére centrée en | ‘origine et de rayon de convergence

k=0
R. Si au moins un des ay, est non nul pour k > 1, alors il existe un rayonr < R tel que :

1. lorsque ag = 0, si z € C vérifie |z| < r et f(z) =0alorsz=0;
2. lorsque ag # 0, si z € C vérifie |z| < r alors f(z) # 0.

Voici maintenant le théoréme du prolongement analytique.

Théoréme 2.18. Soit 2 C C un ouvert connexe et f, g deux fonctions analytiques sur ). Si f et g ont les
mémes valeurs sur un sous-ensemble E C ) qui admet un point d’accumulation dans (2, alors les fonctions
f et g coincident sur €.
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2.2.2. Fonctions holomorphes a plusieurs variables. On identifie R?" avec C" 4 travers ’appli-
cation (2.1). Soit §2 un ouvert de C".

Définition 2.19. Une fonction f € €*(Q2, C) est holomorphe si elle est séparément holomorphe, c’est-
a-dire pour tout j € {1,..., n}, lorsqu’on fixe les variables z1,..., zj_1, Zj11,..., 2n, I'application
zj — f(21,..., Zj—1, Zj, Zj+1, .-, Zn) est holomorphe. On note &'(Q2) I'ensemble des fonctions ho-
lomorphes définies sur €.

Remarque 2.20. Soit m, n deux entiers positifs. On dit qu’une fonction f = (f1,..., fm) : C* — C™
est holomorphe si les fonctions f; : C* — C sont holomorphes.

Définition 2.21. Soit f : C* — C" une fonction holomorphe. On dit que f est un biholomorphisme
si f est bijective et I'application f~! est holomorphe.

Soit a = (ai,...,a,) € C*etr = (ri,...,m,) € R%. Le polydisque D(a, r) est le produit
D(ai, r1) X ... x D(an, rn) ouD(a;, r;) est le disque ouvert de centre a; et de rayon r;. La frontiere

de 0D(a, r) est

n
U ]D)(al, ’I“l) X ... X D(aj,l, ijl) X C’(CL]'7 Tj) X D(ajJr]_, 7’j+1) X ... X ]D)(an, T‘n)
j=1

ou C(aj, rj) est le cercle de centre a; et de rayon ;. La frontiére distingué de D(a, r) est I'(a, r) =

Clai, r1) X ... x C(an, ).

Théoréme 2.22 (Formule de Cauchy sur les polydisques). SiD(a, r) est un polydisque fermé inclus
dans S, pour tout f € O(R2), et tout w € D(a, r) nous avons

w) — 1 flzi,.0y 2n) B B
Flw) = —- /F(w)( AA(z1) .. dA(2). (2.4)

(2mi)™ 21 —wiy)...(zn —wy)
Pour la démonstration de la formule de Cauchy (2.4), on applique n fois la formule de Cauchy (2.3).

Corollaire 2.23. Les fonctions holomorphes sont des fonctions analytiques complexes, ¢’est-a-dire des fonc-
tions localement développables en séries entiéres. Elles sont en particulier de classe €.

Démonstration. Soit f € 0(Q) et D(a, r) C Q un polydisque fermé. Soit z € I'(a, ) et w € D(a, r),
ona

(2 —wj) ™ = (2 —aj)~" (1 - w]_aj) e i (w; — a;)™ (25 — aj) "~

zZ5 — Qj

a;=0
En notant « le multi-indice (o, . .., a;), nous avons
f(w): Z boz<w_a)a
aceNn
ou N
1 f(zl,...,zn) fa(a)
ba = - d\ coodA n) = .
(27-”)71 /F(a,'r) (zl - wl)a1+1 Ce (Zn — wn)a7t+1 (21) (Z ) al

O]

Comme dans le cas des fonctions d’une variable complexe, si f : C* — C est analytique, alors f
est holomorphe. On a encore le théoréme du prolongement analytique.

Théoreme 2.24. Soit ) un ouvert connexe de C" et f une fonction holomorphe sur ). Si f s’annule sur
un ouvert de (Q, alors f est identiquement nulle sur ().
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2.2.3. Le théoréme d’inversion locale pour les fonctions holomorphes. Soit n, m deux entiers
positifs, f : C — C™ une fonction holomorphe et zg € C™.

Théoreme 2.25 (Inversion locale). On suppose que n = m. Si la différentielled., f de f en zg est bijective,
alors il existe un voisinage U de z et un voisinage V' de f(zo) telque f : U — V est un biholomorphisme.

Démonstration. Par le théoréme d’inversion locale 1.1, il existe de tels ouverts U et V tel que f : U —
V est un difféomorphisme. On a d(,,\(f™!) = (dz, f ). Comme l’application d., f est C-linéaire et
bijective, on conclut que df(zo)(f_l) est C-linéaire. Donc f~! : V' — U est holomorphe. O

Théoréme 2.26 (Formes normales). On suppose ici que zg = 0.
1. Si f est une immersion en z, alors il existe un biholomorphisme ¢ définie au voisinage de f(zy) a
valeur dans C™ tel que p o f(z) = (2, 0).
2. Si f est une submersion en 2, alors il existe 1) : U' — V' un biholomorphisme entre deux ouverts
de C™ avec V' contenant z tel que f o 1p(z1,..., zn) = (21, ., Zm)-

Démonstration. On repend les arguments utilisés dans la démonstration du théoréme 1.3 tout en rem-
placant I'utilisation du théoréme d’inversion locale 1.1 par le théoréme d’inversion locale holomorphe
2.25. O

2.3. VARIETES ANALYTIQUES COMPLEXES

Dans cette partie, nous reprenons plusieurs points abordés dans le chapitre 1 sous un nouveau
point de vue. Comme introduit en début de chapitre, nous présentons les définitions de variété analy-
tique complexe, de fibré vectoriel complexe et de fibré vectoriel holomorphe. Pour cette section, nous
renvoyons a [Huy, Section 2.1 et 2.2].

2.3.1. Définitions et exemples.

Définition 2.27. On dit que V est une variété analytique complexe de dimension (complexe) 7 si :
1. Pespace topologique V est une variété différentielle munie d’un atlas de cartes (Uy, ¢, ) a valeurs
dans R?";
2. lorsqu’on identifie R?" 4 C™ via (2.1), les changements de cartes ©o5 : ©a(UaNUs) — p5(UsN
Upg) sont holomorphes.

Remarque 2.28. Cet atlas de carte est appelé atlas de cartes holomorphes de V.

Définition 2.29. On conserve les notations de la définition 2.27. Soit M une partie de V. On dit que M
est une sous-variété complexe de V' de dimension complexe p si M est une sous-variété différentielle de
V' de dimension réelle 2p tel que les applications de changement de cartes v : Yo (UaNUgNM) —
©3(Ua NUg N M) sur M sont holomorphes.

Exemples 2.30. Les ouverts de C" sont des variétés analytiques complexes.

L’espace projectif complexe P"(C) de dimension n est 'ensemble des droites complexes de C"*! que
I'on peut traduire comme étant le quotient de C"! \ {0} par la relation d’équivalence qui identifie
deux vecteurs colinéaires sur C. On a P*(C) = (C"*1\ {0})/C*.

Onnote 7 : C"*1\ {0} — P"(C) la surjection canonique. A travers 7, on munit P" (C) de la topologie

quotient qui est séparée. Pour tout z = (29, 21, ..., z,) € C""1\ {0}, onnote [z9 : 21 : ... : 2,] un
point de P"*(C). En particulier pour tout A € C*,ona [Azp: Az1:...:Azp] =[20: 210 ... 0 2).
Pour tout & € {0,..., n}, onpose Uy = {[20 : 21 : ... : 2] € P*(C) : 2z, # 0}. Les ouverts U,

recouvrent bien P"(C). L’application

Vo U, — cr

20 Za—1 Ra+l Zn
200210 0.02p) V— | —,..., —, ——, ..., —
Zow Zow Za Za
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est un homéomorphisme d’inverse (ug, ..., Ugy .-y Up) — [Ug : oot Uq—1 P 1 Ugg1 t vt i Uy
Pour tout o, 3 € {0, ..., n} tel que & < 3, on définit I'application de transition ¢,z par
Pap QDa(Ua N Uﬁ) — ng(Ua N Uﬁ)
o~ 1 1 _ .
(204« Zas -+« y 2n) <ZO,..., “a 1, —, ZaJrl,..., i 1, Z’BH, Zn)
2 zg 28’ 2 zg 23 28

Soit Kg = {(20,---, Zas---» 2n) € C" : z3 = 0} . L’application ¢, est bijective et holomorphe sur
C"™ \ K3.Donc P"(C) est une variété complexe. O

2.3.2. Fibrés vectoriels complexes. Soit M une variété différentielle. On note p et n deux entiers

tel que p < n. Un fibré vectoriel complexe de classe € et de rang n sur M est la donnée d’une famille
(Ez)zen d’espaces vectoriels complexes de dimension n et d’une structure de variété € sur £ =
U E, telles que

zeM
1. La projection 7 : B — M envoyant F, sur x est €*°;

2. Pour tout zg € M, il existe un ouvert U de M contenant xg et un difféomorphisme ¢ = 9y :
7Y U) — U x C" tel que pr, o) = 7 et pr, oY, : £z — C" est un isomorphisme
C-linéaire pour tout z € U.

On dit que U est un ouvert de trivialisation et 17 une trivialisation de E au dessus de U.

Remarque 2.31. Un fibré vectoriel complexe est un fibré vectoriel réel muni d’une structure complexe
fibre a fibre variant de fagon lisse.

Un sous-fibré vectoriel complexe F' de E de rang p est une famille (F})yepns ou F est un sous-

espace vectoriel complexe de E, de dimension p telle que F' = U F, est une sous-variété de E. Dire

xeM
que F est une sous-variété de E est équivalente a dire que pour tout = € M, il existe une trivialisation

Yy 7w (U) — U x C" telle qu'en posant Fyy = 7~ (U) N F, larestriction ¢y g, : Fy — UxC"
envoie F, de maniére isomorphe sur {z} x CP.

2.3.3. Fibrés vectoriels holomorphes. Soit V' une variété analytique complexe. Soit U un ouvert de
Vet (Uy,, ) un atlas de cartes holomorphes de V. On dit qu’une fonction f : U — C est holomorphe
si pour tout a, 'application f o ¢! est holomorphe sur ¢, (U N Uy).

Définition 2.32. Un fibré vectoriel holomorphe m : E — V de rang n est un fibré vectoriel complexe
de rang n tel que pour toutes paires de trivialisations 1, : 71 (Uy) — Uq x C" et g : 7 1 (Up) —>
Us x C™ de E, I'application ¢, = 15 0 1, ! est biholomorphe.

Remarque 2.33. L’application 1, est appelée trivialisation holomorphe de 7. Pour tout x € U, N Ug,
Lapplication ¢5(z) = (Y5 o Ya1)(x, -) : C* — C™ est C-linéaire. Si (Uy, ¢a)q est un atlas de
cartes holomorphes de V, alors (7~} (Us), (pa % Idcn) © 1q )a est un atlas de cartes holomorphe de
L.

Soient £ et £ deux fibrés vectoriels holomorphes sur V' de projection7g : £ — Vetnp : F' —
V' . Une application holomorphe f de g vers £p est une application holomorphe f : ' — F' tel que
f+ Ey — F, est C-linéaire pour tout z € M. On dit que F’ est un sous-fibré vectoriel holomorphe de
E de rang p si F' est un sous fibré vectoriel complexe de £ de rang p et une sous-variété complexe de

E.

2.4. STRUCTURE PRESQUE COMPLEXE SUR UNE VARIETE

On commence cette partie par définir la notion de structure presque-complexe. Dans un deuxiéme
temps, nous montrerons qu’il existe naturellement une structure presque-complexe sur la variété réelle
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sous-jacente d’une variété analytique complexe. Dans la troisiéme partie, nous présenterons la notion
d’automorphismes infinitésimaux d’une structure presque-complexe. Nous terminerons la section par
la notion de fonction presque-complexe. Toutes les notions abordées dans cette partie seront utilisées
dans le chapitre 3. Cette section est basée sur [KN, Chapitre 9, Section 2].

2.4.1. Premiéres définitions.

Définition 2.34. Une structure presque-complexe sur une variété différentielle M de dimension paire est
la donnée d’un endomorphisme .J : TM — TM de fibré vectoriel tel que J? = — Idryy, c’est-a-dire
pour tout x € M, lapplication

Jpy=J(x, ) : TyM — T, M
est une structure complexe sur 7T, M. Le couple (M, J) est appelé variété presque-complexe.

Ainsi, d’apres le lemme 2.2, une variété différentielle ayant une structure presque-complexe équi-
vaut a prescrire une structure de fibré vectoriel complexe sur le fibre tangent réel.

Notation 2.35. Si M est une variété différentielle, on note TS M = TM ®g C le complexifié du fibré
tangent M ; TCM est un fibré vectoriel complexe.

Soit M une variété différentielle de dimension paire munie d’une structure presque-complexe .J.

Notation 2.36. On note T}’OM (resp. Tg’lM ) le sous-fibré vectoriel complexe de TCM défini comme
le fibré des vecteurs propres de J pour la valeur propre ¢ (resp. —¢). Si 'endomorphisme J est sous-
entendu, on notera TV M (resp. T"! M ) I'espace T}’OM (resp. Tf,)’lM).

Définition 2.37. On appelle champ de vecteurs de type (1, 0) (resp. (0, 1)) les sections de 1O M (resp.
TO1M).

Par la proposition 2.8, ona THM = {u — iJ(u) : u € TM}. Comme fibré vectoriel réel, le fibré
T1OM est isomorphe a T'M a travers ’application

™ — TLON

u %(u—zJ(u)) '

Par la remarque 2.11, cette application identifie les opérateurs i (multiplication par i) sur T M et J
sur T'M.

2.4.2. Structure complexe d’'une variété complexe. Soit V une variété analytique complexe de
dimension n et z € V. Soit (Uy, ¢ ) une carte de V en z. L’espace T}V est isomorphe & R?" a travers
Papplication T}, . En faisant les calculs dans C™, puis en les interprétant dans 7,V a travers la chaine
d’identifications 7,V — R?” =5 C", on munit 7,V d’une structure de C-espace vectoriel. Pour
(Ug, ¢p) une autre carte de V en z, on a

TxSO,B = Tapa(:c)cpoz/a’ o T:E(Pa-

Comme ¢, est biholomorphe, I'application 7, (;)¢as est un isomorphisme C-linéaire. Donc la struc-
ture de C-espace vectoriel sur 7,V est indépendante du choix de la carte.

Remarque 2.38. Le fibré tangent d’une variété analytique complexe posséde une structure de fibré
vectoriel holomorphe.
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Soit TRV le fibré tangent de V vu comme variété réelle. L’espace TXV est I'espace vectoriel réel
sous-jacent de 7;,V. On peut donc munir 7.XV d’une structure complexe .J,. On définit pour tout v €
TRV,

Jo(v) = (Topa) " [ (Topa(0))],
ot I est la structure complexe sur R?" définit dans ’exemple 2.3. Cette définition est indépendante du
choix de la carte (U,, ¢q).

Proposition 2.39. Une variété complexe V' de dimension complexe n fournit une structure presque com-
plexe J sur sa variété réelle sous-jacente.

Démonstration. Soit X est un champ de vecteurs sur TRV . En notant X, la restriction de X a U,, on
définit J X, en posant J X, = ©%(I( pax(Xa)))- O

Remarque 2.40. L’endomorphisme J est appelé structure complexe de V. On note T'V le fibré tangent
TRV muni de la structure complexe .J.

Proposition 2.41. Soit V' est une variété complexe de dimension complexe n. Le fibré vectoriel complexe
TOV est isomorphe au fibré tangent holomorphe TV .

Démonstration. Soit (21, ..., z,) les coordonnées complexes de V' dans une carte holomorphe (U,, ¢4 )
ou zj = x; + 1y, avec xj, y; € R. Sur U,, le fibré tangent holomorphe est engendré par les éléments
0 1/ 0 0
< —i) pour je{l,...,n}

872]' - 5 81‘j 8yj
On note (21, Y1, -, Tn, Yn) les coordonnées réelles de V' dans la carte holomorphe (U,, ¢, ). Pour
0
tout z € U,, 'espace TXV est engendré par les e et D La structure presque-complexe sur 7~V
L Yj

est donnée par

0 0 0 0
Jlz— =5 e J|+—)=—%5— e{l,..., n}
(3%‘) ay; <3yj> du; PO { "
o . , 1,0 ) g 0 o
Ainsi, par la proposition 2.8, Pespace 1V est engendré par les 9 1 9 ) = 2— ouyj €
€ &€ j
{1,..., n}.Donc THOV est isomorphe a T'V. O
0 0 0
Remarque 2.42. L’ espace TSV est engendré par les (iTrj +iJ <8xj> = 26727 .

Définition 2.43. Un champ de vecteurs holomorphe sur une variété complexe V' est un champ de vecteurs
Z de type (1, 0) tel que Zf est holomorphe pour toute fonction holomorphe f définie localement. Si

on écrit
- G,
Z = aj —
kz—:l k 0z

dans une base de coordonnées (z1, ..., z,), alors Z est holomorphe si et seulement si les fonctions ay,
sont holomorphes.

Remarque 2.44. On dit qu'un champ de vecteurs X € T®V est réel holomorphe si et seulement si le
champ de vecteurs X — ¢J X est holomorphe.

Exemple 2.45. Soit (21, ..., 2y) les coordonnées complexes de V' dans une carte holomorphe ou z; =
x; +1yj avec T, y; € R. Soit X € TRV un champ de vecteurs qui s’écrit sous la forme

i 0 0
i (a*bay)

avec ag, by € €>°(V, R). Le champ de vecteur X est réel holomorphe si et seulement si les fonctions
1 n
ay + iby, sont holomorphes. En effet B (X —iJX) = Z (a + ibg) O

K
1 8Zk
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2.4.3. Automorphismes infinitésimaux. Soit M une variété différentielle et J une structure
presque complexe sur M.

Définition 2.46. Un automorphisme infinitésimal pour la structure presque-complexe J sur M est un
champ de vecteurs X qui vérifie LxJ = 0 ou Ly est la dérivée de Lie associé a X.

Définition 2.47. On définit le tenseur de Nijenhuis N de J sur M par
N;(X,Y)=[X, Y]+ J(X, JY]+ [JX,Y]) — [JX, JY]

ou X et Y sont des champs de vecteurs de M.

Cas des variétés différentielles. Soit M une variété différentielle munie d’une structure presque-
complexe .J.

Proposition 2.48. Un champ de vecteurs X sur M est un automorphisme infinitésimal pour la structure
presque-complexe J si et seulement si, pour tout champ de vecteurs Y de M, nous avons

(X, JY] = J([X, Y)).

Démonstration. Soit X et Y deux champs de vecteurs sur M. En utilisant la seconde égalité du lemme
1.50, nous avons

(X, JY] = Lx(JY) = (Lx )Y + J(ZxY) = (LxJ)Y + J(X, Y));

donc ZxJ = 0 si et seulement si pour tout champ de vecteurs Y sur M nous avons [X, JY| =

J(IX, Y)). O

Corollaire 2.49. Si X est un automorphisme infinitésimal, alors J X est un automorphisme infinitésimal
si et seulement si Nj(X, Y) = 0 pour tout champ de vecteursY .

Corollaire 2.50. Si X etY sont deux automorphismes infinitésimaux pour J sur M alors

[JX, JY]=—[X, Y]

Cas des variétés complexes. Soit V' une variété complexe et .J la structure complexe fournie par V.

Proposition 2.51. Soit X € TRV un champ de vecteurs. Le champ de vecteurs X est un automorphisme
infinitésimal pour J si et seulement si le champ de vecteurs X — iJ X est holomorphe.

Démonstration. Soit X et Y deux champs de vecteurs appartenant a TRV Soit (21, .. . , 2, ) les coordon-
nées complexes de V' dans une carte holomorphe ot z; = xj+iy; avecz;,y; € Ret (z1,y1,...,Tn, Yn)
les coordonnées réel de V. On peut écrire

) ) - )
X = b
Z (ak day " 3yk) o« V=) (fk 3yk>

k=1 k=1

0 0 0
eth:fa +95—

y; . On suppose que X}, est

Pour alléger les calculs, on pose X, =a— +b—

oxy, Oy

un automorphisme infinitésimal. On a :

AR T AN
X YD) = ( Ay, +b8yk> 9y, < dz; +gayj> O

599 dg ta dg 0 n ob n ob i ot
ayr "oz ) 0z;  \Yay; " 0x; ) uy
/L 8f> 9 ( ab> 9

Xi, JY; S

R, T3] = <6 our) 0y~ \Tay; ~Yo;) o

AN AN
8yk dxy ) Ox; 8;10] dy; ) Oz’
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Donc I'égalité [ Xy, JY;] = J([X}, Y;]) équivaut a

P QLI I (I U P (LU I (KU Y
gr; —oy;) " oy T ony) T T T \owy T oy oy; ~ Ox;)

lorsqu’on somme ces deux égalité en multipliant la seconde par —i on obtient

d(a +ib)

=0.
0%

(f —ig)

Comme cette derniére égalité est vraie pour tout j € {1,..., n} et pour toute fonction f — ig avec
d(a + ib)
0%
est holomorphe. Donc X}, — ¢.J X}, est un champ de vecteurs holomorphe. Inversement si X}, — ¢J X},
est holomorphe, en utilisant les équations de Cauchy-Riemann, ona [Xj, JY;] = J([ X, Y;]). O

f, g € €°(V, R), on conclut que pour tout j € {1,..., n}, = 0 ; donc la fonction a + b

Corollaire 2.52. Si X € TRV est un automorphisme infinitésimal alors J X Uest aussi. La réciproque est
également vraie.

2.4.4. Fonctions presque-complexes.

Définition 2.53. Soit M, et My deux variétés presque-complexes ayant respectivement .J; et Jo pour
structure presque-complexes. Une fonction f : M; — M est dit presque-complexe si pour tout x €
Ml, JQ o Txf = Txf o Jl.

En utilisant la C-linéarité de la différentielle et la proposition 2.4 on obtient :

Proposition 2.54. Soit V| et Vo deux variétés complexes ayant respectivement Jy et Jo pour structures
complexes. Une fonction f : Vi — V5 est holomorphe si et seulement si elle est presque-complexe.

Proposition 2.55. Soit V' une variété complexe et X € TRV tel que X —iJ X est holomorphe. Soit1 C R
et® : I x V — V le flot associé au champ de vecteur X . Pour tout t € 1, la fonction ®; est holomorphe.

Démonstration. Pour tout Y € TRV tel que Y — iJY est holomorphe, nous allons montrer que
OF(JY) = J (®;Y). Par le lemme 1.50 et la proposition 2.51, nous avons

d
7 (P (Y —iJY)) =/ [X, Y —iJY] =9/ [X, Y] —i®; (J[X, Y]). (2.5)
On pose Z; = ®;[X, Y] — i®} (J[X, Y]). Le champ de vecteurs Z; appartient 2 TCV.

Premier cas. On suppose que Z; € T%!'V.On a:
Zy =9 [X, Y] +iJP[[X, Y] (2.6)

En appliquant (2.5) et (2.6) en ¢t = 0, on obtient [X, Y] —i¢J[X, Y] = [X, Y] +iJ[X, Y], c’est-a-dire
(X, Y] =0et[X, JY] = 0.Donc ®;Y =Y et &;(JY) = JY (voir la démonstration du théoréme
1.52). Ainsi, & (JY) = JY = J (BY).

Deuxiéme cas. On suppose que Z; € 719V, Ona: ®} (J[X, Y]) = J (®}[X, Y]). Comme

d, . . d . _ .
2 ey —iJY)) =] (dt (@7 (Y — zJY))) = JZ, =iZ,

on déduit que

d . . cd o, . B
pn (JO;(Y —iJY)) —1 p (P (Y —iJY)) =0.
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Ainsi,
J(@HY —iJY)) —i®L(Y —iJY) = J(®L(Y —iJY)) — i ®L(Y —iJY)
= J(Y —iJY) —i(Y —iJY)
=0
c’est-a-dire pour tout t € I, J (®F (Y —iJY)) — i (Y — iJY) = 0. Les égalités

J(DFY —iJY)) —i®H(Y —iJY) = JBY — iJ®F(JY) — i®FY — & (JY)
= [JOIY — B (JY)] —iJ [®F(JY) — J Y]

permettent de dire que @ (JY) = J (®}Y).
Ainsi, la fonction ®; est presque-complexe, par la proposition 2.54, on conclut qu’elle est holomorphe.
O






INTEGRABILITE DES STRUCTURES PRESQUE
COMPLEXES

Le but principal de ce chapitre est de présenter le théoréme de Newlander—Nirenberg. Ce
théoréme donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’une structure presque-
complexe sur une variété différentielle soit intégrable. Avant de présenter ce théoreme,
nous présenterons dans une premiere partie la version analytique du théoréme de Frobe-
nius puis nous étudierons les propriétés locales des structures presque-complexe a travers
des résultats sur les opérateurs elliptiques.

3.1. VERSION ANALYTIQUE DU THEOREME DE FROBENTIUS

Nous commencons cette partie par définir les conditions d’intégrabilité d’une structure presque-
complexe. Lorsqu’une de ces conditions est vérifiée, nous montrerons dans les théorémes 3.14 et 3.15
que la structure presque-complexe est intégrable. Dans un deuxiéme temps, on étudie les propriétés
des crochets de champs de vecteurs sur les distributions complexes et holomorphes. On termine cette
partie avec la démonstration de la version analytique du théoréme de Frobenius.

3.1.1. Condition d’intégrabilité d’une structure complexe.

Définition 3.1. Soit M une variété différentielle de dimension paire munie d’une structure presque-
complexe J. On dit que J est intégrable s’il existe une structure de variété complexe sur M qui induit
J.

Soit M une variété différentielle de dimension 2n munie d’une structure presque complexe .J. On
rappelle que le tenseur de Nijenhuis Ny de J sur M est défini par

ou X et Y sont des champs de vecteurs de M.

Proposition 3.2. On étend le crochet de Lie par C-linéarité ¢ TC M. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes.

1. Le crochet de deux champs de vecteurs de type (1, 0) pour J est de type (1, 0) pour J.

2. Le crochet de deux champs de vecteurs de type (0, 1) pour J est de type (0, 1) pour J.

3. L’opérateur N est identiquement nul.

La condition N; = 0 est appelée condition d’intégrabilité de la structure presque-complexe J.

29
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Démonstration. L’équivalence entre les conditions 1 et 2 vient du fait que pour tous champs de vecteurs
X, Y € T(T®M), le conjugué complexe de [X, Y] est [X, Y]. Soit X, Y € I'(T M), ona

(X +iJX,Y +iJY] = [X, Y] - [JX,JY] +i([JX, Y] + [X, JY]). (3.1)

Montrons I’équivalence entre les conditions 2 et 3.
SiNj(X,Y)=0,alors [JX, JY]| = [X, Y]+ J([X, JY]+[JX, Y]); en remplacant cet égalité dans
(3.1), nous avons

(X +iJX, Y +iJY] =i([X, JY] + [JX, Y] +iJ([X, JY]+ [JX, Y])),

cest-a-dire [TO1M, TO* M) c TO1 M.

Si pour tout X, Y dans I'(T'M) nous avons [X +iJX,Y +iJY| = Z +iJZ avec Z dans I'(T'M),
alors Z = [X, Y] - [JX,JY] et JZ = J([X, Y] — [JX, JY]). A travers Iégalité (3.1), nous avons
JZ =[JX, Y]+ [X,JY], donc

[JX, JY] - [X, Y] = J(X, JY] + [JX, Y]).

Ainsi, I'opérateur N est identiquement nulle. O

3.1.2. Distribution réelle associée a une distribution complexe. Soit n, p deux entiers tels que
p < n.Soit M une variété différentielle de dimension 2n munie d’une structure presque-complexe .J.

Définition 3.3. Une distribution complexe X de dimension complexe p est un sous-fibré vectoriel com-
plexe de rang p du fibré vectoriel complexe 70 M.

Soit E C T M une distribution. La distribution réelle Re E associée 4 la distribution complexe F
est définie par Re ' = Wi(l) (E) ou
mo: TM — TOM
£ — SE-iJe)
est un isomorphisme. La distribution Re E est stable par J.

Exemple 3.4. Soit V une variété complexe de dimension n. Soit (21, . . ., 25,) les coordonnées complexes

n
0
de V' dans une carte holomorphe ou z; = x; +iy; avec z;, y; € R.Si Z = g (ar + zbk)a— est une
3
k=1

section de TH0V avec ag, by € €°°(V, R), alors

Re Z = aki + bki .
Oxy Oy
k=1
O

Lemme 3.5. Soit E une distribution complexe sur M. La condition [E, E| C E est équivalente d la
condition suivante : pour tout X, Y € Re E,

Ny(X,Y)=0 et [X,Y]-[JX, JY]EReE. (3.2)

Démonstration. On suppose que [E, E] C E.Soit X', Y’ € E, il existe X, Y € Re E tel que X' =
X—iJXetY =Y —iJY.Ona

X', V'] = ([X, Y] = [JX, JY]) =i ([X, JY] + [JX, V]) .
Comme X', Y' € TYOM et [X', Y'] € THOM on conclut que N;(X’, Y') = 0 a travers la proposition
3.2. Comme N;(X’, Y') = 0 est équivalente a N;(X,Y)=0ona

X', Y] = (X, Y]~ [JX, J¥]) — i (IX, Y]~ [JX, J¥]) .

En utilisant le fait que [X’, Y'] € E, on conclut que [X, Y] —[JX, JY] € Re E. Ainsi, si [E, E] C E,
alors (3.2) est vraie pour tout X, Y € Re E.
Si (3.2) est vraie pour tout X, Y € Re F, on abien [F, E] C E. O
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3.1.3. Distribution holomorphe. Soit V' une variété complexe de dimension complexe n et p un
entier tel que p < n. On note J la structure complexe induite par V.

Définition 3.6. Une distribution holomorphe E de rang p sur V' est un sous-fibré vectoriel holomorphe
de rang p du fibré T1OV.

Cette définition a bien un sens car nous avons montré dans la proposition 2.41 que le fibré T+0V
est isomorphe au fibré tangent holomorphe 7'V

Définition 3.7. Une distribution holomorphe E de rang p sur V' est dite intégrable au sens holomorphe si
V est recouvert par des ouverts U tels qu’il existe une application ¥ = ¢y : U — C" P holomorphe
et submersive satisfaisant pour tout z € U

E, =Ker(T,p : T,.U — Ty,)C"77).

Lemme 3.8. Soit E C T'OV une distribution holomorphe de rang p. La condition [E, E] C E est
équivalente d [Re E, Re E] C Re E.

Démonstration. Si X € Re E avec E holomorphe, alors par la proposition 2.51 le champ de vecteurs
X est un automorphisme infinitésimal pour J. Ainsi, par le corollaire 2.50, pour tout X, ¥ € Re F, on
al[JX, JY]=—[X, Y];onaaussi Ny(X,Y)=0.

On suppose que [E, E] C E. Soit X, Y € Re F, par le lemme 3.5,0ona [X, Y] — [JX, JY] € Re E.
Donc 2[X, Y] € Re E, c’est-a-dire [Re E/, Re E] C Re E. On suppose maintenant que [Re E, Re E] C
Re E. Nous avons [JX, JY] = —[X, Y] pour tout X, Y € Re E; donc [X, Y] — [JX, JY] € Re E.
Ainsi, par le lemme 3.5,0na [F, E| C E. O

3.1.4. Version analytique du théoréme de Frobenius. Dans cette partie, on donne la version
analytique du théoréme de Frobenius 1.59.

Théoréme 3.9 (Frobenius holomorphe). Soit V' une variété complexe de dimension n et J la structure
complexe induite par V. Une distribution holomorphe E de rang p sur'V est intégrable au sens holomorphe
si et seulement sion a [E, E| C E.

Démonstration. On suppose que E est intégrable. Soit U un ouvertde Vety = ¢y : U — C" 7P une
application holomorphe submersive tel que £, = Ker(7.% : T,U — Ty(;)C"7?) pour tout z € U.
L’espace W = 1)~1(0) est une sous-variété de V de dimension p. Pour tout z € W,ona T,W = E,.
Soit X, Y deux champs de vecteurs de V' se trouvant dans E. Les champs de vecteurs X|y;- et Y}y, sont
dans TW. Par la proposition 1.40, [X, Y] ;s est dans TW, donc pour tout z € W, [X, Y](z) € E..
Ainsi,ona [E, E] C E.
On suppose que [E, E] C E. Dans cette partie, on complexifie la démonstration du lemme 1.58.

Soit z € V et U un ouvert de V' contenant x. Les hypothéeses étant locales, on peut supposer que U

est un ouvert de C" de coordonnées holomorphes (z1,. .., z,) ou z; = z; + iy; avec x;, y; € R. On
suppose que z = 0.
Premiére étape. Pour j € {1,..., p}, nous allons construire une famille de champs de vecteurs X, Y;
engendrant Re E sur U tels que Y; = JX; et X; + 1Y est holomorphe.
Soit (e1, Jei,...,en, Je,) une base de TRV telle que sur U, Re E = vect(er, Jey, ..., e, Jep).
Quitte a composer par un C-isomorphisme de C", on peut supposer qu’en 0, e; = e et Je; = Jun
x; Yj
pour tout j € {1,..., p}. Au voisinage de 0, on peut écrire
n
0 0
- Aot by
’ ; ( Hoe ”%k)
ou pour tout j € {1,..., p}etk € {1,..., n}, les fonctions «;, = aj; + ibj; sont holomorphes. La

matrice A = (a;i)1<j, k<p est holomorphe et vérifie A(0) = I,,. On note B = (Bj)1<j, k<p l'inverse
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de A dans un voisinage de 0. Pour tout j € {1,..., p}, on définit les champs de vecteurs e}’o de T1OM

1,0

1
par e; ~(ej —iJej). Nous avons,

)
n
1,0 0
e = e —
J ; %0z

Soit (v;)1<j<p une famille de champs de vecteurs sur 710 M définie par v; = Z Bk ei’o . La famille

k=1
de champs de vecteurs v; forment une base de £/ sur U.On a :
P
vj = 8z]+ :Z: f;z ou fjl:;ﬂjkakl'
On pose X; = 2Rev; et Y; = —2Imwv;, nous avons :
0 0
_ 74_ Z Re( fjl —|— Im(f]l) o et = ——1— Z Re( fjl Im(fﬂ)(?TUl ;

Yi l=p+1
onabienY; = JX;.
Deuxiéme étape. Montrons que pour tout j, ! € {1,...,p}ona [X;, X;] = 0, [V}, Y]] = Oet
(X5, Y] =0.
Soit (u1,...,us,) les coordonnées de R?" tel que ug;—1 = x; et ug; = y; pour j € {1,..., n}. Par
construction, il existe des fonctions (g;;) et (hj;) telles que

0 0
§ Y, = Y b
g]l et g au2j + - hﬂQU'

1=2p+1

Xj=

8% 1

Comme [X;, Xj], [Y}, Vi], [X;, Yi] € Re E, par 'argument utilisé dans la démonstration du lemme
1.58 on conclut que [X;, X;] =0, [Y}, Vj] =0et [X;, V] = 0.

Troisiéme étape. Montrons qu’il existe une application holomorphe ® tel que ®*X; = 8—% et &*Y; =

0 , .
R Pour tout j € {1,..., p}, on note ®7 (resp. ¥’) le flot engendré par X (resp. Y;). Soient W =
Yj
{(z1,...,2n) € C" : 21 = ... = 2, = 0} une sous-variété transverse a Re E en 0 et ® I'application
définit au voisinage de 0 par

P : CPx W — U
((xl"i'iylw-'vxp—{_iyp)aw) — (I)ilo\:[lzlno,,,oq)ng\Ifgp(w)'

En identifiant CP 4 R?” et en voyant W et U comme des variétés réelles, nous avons :

T(O,w)(I)(gla M- gpa Mp> U) = ngl(w) + 771Y1(w) +...+ ngp(w) + 77pr(w) +v.

L’application T, ,,)® : C? x TyyW — T,U est un isomorphisme R-linéaire, donc @ est un difféo-
morphisme local au voisinage de 0.

On note Jy = Jpyy la structure presque complexe sur W et Jg2p = Jp2» la structure presque complexe
sur R?P, Etant donné que les flots ®J et UF commutent, comme dans le cas réel (voir la démonstration
du lemme 1.58), pour tout j € {1,..., p} ona

0 0 0
P*X; = or; et ®°(JX;) =Y = g, Jgep <8$J) = Jr2 (27X)
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dans un voisinage de 0. D’autre part, pour Z un champ de vecteurs sur W, 2’ = (1 +iy1, ..., Tp+iyp)
et w € W nous avons :

Tl @(Z(, w) = (8,), 0 (¥},), 0.0 (01) o (w)) Z(@(, w)).

*

Comme les applications @), ; et \Ilg, ; sont des difféomorphismes entre variétés complexes, par la proposi-

tion 2.55, on déduit que les applications Pl ; et \I/‘g/ ; sont des biholomorphismes. Ainsi, par la proposition
2.54, nous avons

T(Z’,w)q)(JWZ(Z,’ w))

(@), 0 (¥,), 00 (@) o(¥)) (w2)(@(, w)
J(Tr, ) ®(Z(2, w)).

Donc J o T(,r 1)® = T(r, )@ o (Jr2p © Jw ). Par la proposition 2.4, application T(,/ ,,)® est C-
linéaire au voisinage de 0. Ainsi 'application ® est holomorphe. En utilisant la version holomorphe de
la proposition 1.56, on déduit que E est intégrable. O

3.2. PROPRIETES LOCALES DES STRUCTURES PRESQUE-COMPLEXES

Soit M une variété différentielle de dimension 2n munie d’une structure presque-complexe J qui
vérifie la condition N; = 0. Le but de cette partie est de montrer que localement il existe une base
de coordonnées telle que la structure presque-complexe .J est donné par la structure complexe de C";
c’est 'objectif du théoréme 3.14.

3.2.1. Deux énoncés sur les opérateurs elliptiques. Dans cette sous-partie, on présente deux
théorémes sur les opérateurs elliptiques que nous admettons. Ces théorémes seront utiles pour la dé-
monstration du théoréme 3.14.

Soit n un entier positif et (x1, . .., x,) les coordonnées canoniques de R". Pour o« = (avq, ..., o) € N”
1o aq Hon 1o}

un multi-indice, on note —— 1’élément .
or® oz (! oxrim

n «

d’ordre || = o . Plus généralement, un opérateur différentiel linéaire est un polyndome en les —
/ Ox®

. L’élément e est un opérateur différentiel
x

j=1
qui s’écrit sous la forme
aOé
P(z) = Z aa(ﬂﬁ)%

lor|<m

ou les a,, sont des fonctions de x a valeurs réelles ou complexes et m un entier naturel.
On dit que Popérateur P est d’ordre m sur un ouvert {2 de R" s’il existe une fonction a,, qui ne s’annule
pas sur {2 avec a € N” tel que |a| = m.

Définition 3.10. L’opérateur différentiel P d’ordre m est elliptique sur €2 un ouvert de R” si pour tout
x dans € et tout £ dans R"™ non nul, nous avons

Z aa(2)§* # 0.

|a|=m
Exemple 3.11. L’opérateur laplacien sur R" est elliptique. O
Soit m, N et M trois entiers positifs tels que M > N. Soit u = (uy, ..., uy) : R” — RY une

fonction inconnue. Soit M équations d’ordre m définies par

Fj(z,u, Du, ..., D™u) =0 pour je{l,..., M}, (3.3)
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ou DPu est la collection de toutes les dérivées partielles de u d’ordre p et (F7); une famille de fonctions
que 'on suppose étre lisses en leurs arguments.

(63
Pourr € {1,..., N} et o € N" tel que |a| < m, on pose Yo = TIZ(:JJ) . On note (z, (Yra)r,a) les
T
variables de la fonction F;. Par la formule de Taylor a 'ordre 1, nous avons
al OF;
Fj(xv (yra + hra)r,a) = Fj(.’IJ, (yra)r,a) + Z Z 2 (:B: (y'ra)r,a) hyo + Reste .
OYra
r=1|a|<m
. N . O%wy
Soit w : R™ — R" une fonction. On pose h,q = I et 'on définit le linéarisé L; de F; en u par
z
N
OF} 0w,
Liw= Z e (z, u(z), ..., D™u(x)) Eyeak (3.4)
r=1|a|<m
Ajra

On dit que les opérateurs F}; sont elliptiques en la fonction u si les opérateurs différentiels L; définie

en (3.4) sont elliptiques. On dit que le systéme d’équation (3.4) pour j € {1,..., M} est elliptique si
pour tout £ € R™ \ {0} et tout z, la matrice | a;, = Z ajral”™ est de rang V.
|a|=m 1<j<M
1<r<N

Pour cette discussion, nous renvoyons a [Nir, Chapitre 1, section 4]. Voici maintenant les énoncés des
deux théorémes annoncés.

Théoréme 3.12 (Analyticité des solutions des systémes elliptiques). Soit u une solution de classe €™
du systéme (3.3) qui est supposé elliptique en u. Si les fonctions F; sont analytiques en leurs arguments,
alors la fonction u est analytique.

Théoréme 3.13 (Existence locale des solutions). On suppose que M = N et que le systéme (3.3) est
elliptique en une fonction ug. On suppose qu’en un point xq la fonction ug vérifie les équations

Fj(zo, uo(@o), - .., D™ug(wo)) =0 pour je{l,..., M},

avec F} lisse. Alors pour |x — xg| < € avec e suffisamment petit, il existe une solution u du systéme (3.3)
avec
0“u 8auO
Ox™ (z) - Ox™

ou C' et 0 < 1 sont deux constantes positives.

(z)| < Ce™ e pour o] <m

3.2.2. Propriétés locales des structures presque-complexes. Nous présentons maintenant le
théoréme principal de cette partie. Nous donnerons une autre démonstration de ce théoréme dans la
section 3.3.

Théoréme 3.14 (Newlander - Nirenberg). Soit v € M et U un voisinage de x. Soient (x1,. .., Toy,)
les coordonnées canoniques réelles de U et n champs de vecteurs Py, ..., P, (dans la base formée par les
;) qui engendrent le fibré vectoriel complexe T M sur U. Sous Uhypothése Ny = 0, il existe une base
(C1y-. ., Cn) de C™ telle que la famille d’équations Pjw = 0 pour j € {1,..., n} soit équivalente a la
ow
famille d’équations — = 0 pour j € {1,..., n}.
9
Pour la démonstration de ce théoréme, nous reprenons les idées de Malgrange [Mal]. On donne
des détails a certains arguments utilisés dans la démonstration du théoréme par Nirenberg (voir [Nir,
Chapitre 1, section 4]).
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Démonstration du théoréme 3.14. Les hypothéses étant locales, on peut supposer que U est un ouvert
de R?" et 7y = 0. On note (z1,.. ., 2,) les coordonnées complexes de U définies par z; = x; + ixj4n,
pourj € {1,..., n}.

Comme N; = 0, par la proposition 3.2 nous avons [T%! M, TO1M] c T%! M. Donc pour tout j, k €
{1,..., n},

[P;, Py] est une combinaison linéaire des Py, ..., P, . (3.5)

0
8—27. On peut

Quitte a composer par un R-isomorphisme de C", on peut supposer qu’a I'origine P; =

écrire sur U
by = Zo‘ﬂk o Zﬁﬂka—

ou les oy, et les 3, sont des fonctions de classes *>°. On note C' la matrice (ajr)1<j k<n et D la
matrice (3k)1<;, k<n- En 0, la matrice D vaut I'identité et la matrice C' est nulle. Donc, proche de 0, la

matrice D est inversible. Soit @)1, . .., @y, les opérateurs définies par
o) a
Q1 Py D21 e
=D ' :|=D"'c| : |+] :|. (3.6)
0 ol
Les opérateurs @1, ..., O, forment une base du fibré vectoriel complexe T%! M sur U. Il existe des
fonctions aj, de classe € telles que pour tout j € {1,..., n},

j 82’] Z @k 8zk

Les fonctions ajj sont nulles en 0. Compte tenue de I’hypothése N; = 0, nous avons : pour tout
Jke{l,..., n},
[Qj, Q] est une combinaison linéaire des Q1, ..., Qn; (3.7)

on peut aussi le voir en utilisant la définition (3.6) et la condition (3.5).
On note A la matrice (ajk)1<j, k<n. Pour tout j € {1,..., n}, on note A; la j-éme ligne de la
matrice A. Pour z = (z1,..., z,), on note

0

0 0
0z1 0z1

_— = . et - = :
0z 5 0z 5

Ozn 0Zn
0
0%

e ai=-[ 4 2] -[a- 2 Al [ 22

0
—Aj'&

Formellement, nous avons ); = .Donc pour tout j, k € {1,..., n},

0z;’ 0z 0z’ 0z 0z

04 D04, D 0AL\ 0 0A;\ 0
- T AT [ it A IO I et A IO

oz 0z om 8z+< g az> 0z < az> 0z

0
Comme le crochet [Q;, Q] vérifie la condition (3.7) et qu’il ne contient pas I’élément — 7% , alors nous
Z

avons nécessairement [();, Q%] = 0. Ainsi,

DA, OAr _ 045 04

oz, 7 o:  om F 02
c’est-a-dire Q; Ay = QrA;.
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Condition sur la base ({1, ..., (,) cherchée. On note ( le vecteur ligne ((1,. .., (,) constitué d’élé-
ments formant la base cherchée (( est une fonction de z).
Soit w une fonction définie sur C" et vérifiant les équations () jw = 0 pour tout j € {1, ..., n}.Ona
ow - ow
[Qj(wo Q] (2) = Q;¢(2) - 5=(C(2) + Qi¢(2) - —=(((2)) -

o o
On suppose que ¢ est dans un voisinage de la fonction z — z. Soit Uy C U un voisinage de 0 tel que

pour tout z € Uy, ((2) € U.Pour toute fonction w telle que Q;w = 0, la fonction z — [Q(w o ()] (2)
appartient a un voisinage de la fonction nulle sur Uy. Comme dans la base ({1, ..., () nous avons pour

ow
tout j € {1, ..., n}, f = 0, on conclut que pour tout j, );¢ est dans un voisinage de la fonction

nulle sur Uy. Comme la fonction ¢ que I'on cherche n’est pas unique, on peut supposer que ();( est la
fonction nulle sur Uj.

Recherche de la fonction (. On va chercher ¢ dans un voisinage de la fonction z —— z tel que les

coordonnées (1, ..., ¢, soient des solutions indépendantes des équations ();¢ = 0.
0
Au voisinage de 0, nous avons —E = Aj . —C pour tout j € {1, RN n} ; donc
aZj 0z
¢ ¢
—=A-=. 3.8
0z 0z (3:8)
Comme A n’est pas analytique, la solution ¢ de (3.8) n’est pas nécessairement analytique. On veut
construire ¢ comme étant une fonction analytique de (x1, ..., x2,); pour cette raison, nous allons
chercher ¢ sous la forme { = g o h ou g et h sont des fonctions de C™ a valeurs dans C” telles que
oh 0
hO)=0 , g0)=0 , 2% =1, et 22| =1,
0z z=0 ay y=0

pour y = h(z). En faisant un abus de notation, nous avons

oc_on (09 T (0
9: 02 <8y0h>+8z (ay°h>’
ag_ap(agoh) 8h<

5z oz \ay°") Tz

) ag\ (09"
Auvoisinage de 0, la matrice a—g estinversible. On pose B = <ag) . (ag) etl'onnote (bjr) 1<) k<n
Y ) Y T
les coefficient de B et B; la j-éme ligne de B. Ainsi, I'équation (3.8) devient

oh (g oh a9 .\, [0h (dg oh g
0z <8y0h>+32 (Boh) (3y0h>_A [32 <5y0h)+3z (Bok) <0y0h)]’

c’est-a-dire

oh  0Oh oh  0Oh
£+£‘(Boh)—z4' [8z+8,2“(BOh)] :
. . 0Oh oh . e
Comme au voisinage de 0 la matrice 5% A- % est dans un voisinage de I'identité, elle est donc
inversible. On a : .
oh oh\ Oh  Oh

Sil’on choisi h assez voisin de I'identité dans %!, on pourra définir B o h et donc B par I’équation (3.9).
Ainsi, pour trouver la fonction g, il faudra résoudre 1’équation

99 _p. %9

= 1
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c’est-a-dire I'équation (3.8) avec A remplacé par B.
On ale choix de / mais on aimerait que les fonction b;; vu comme des fonctions de h soient analytiques.
Pour cela, on va montrer que I'on peut choisir & de tel sorte que B(0) soit dans un voisinage de 0 et

que
> g&' =0 (3.11)
=1 Y

au voisinage de l’origine.

Construction de la fonction h.  Si h est suffisamment proche de la fonction z — z, la matrice B(0)
est proche de la matrice nulle. Donc, nous allons chercher & dans un voisinage de la fonction z — z.
De la condition (3.11), nous avons
(3.12)
Z 5l

au voisinage de 0. Au lieu de voir (3.12) comme une équation aux dérivées partielles en B, nous allons
montrer que ’on peut voir (3.12) comme une équation aux dérivées partielles en h.
On note k I'inverse de la fonction h dans un voisinage de 0. On a

0B, ok 0 ok 0
8% oh= <8yj o h> "5, (Bjoh)+ <0y] o h> 7 (Bjoh) (3.13)

et de I’égalité (3.9), nous avons

- —\ —1
oh oh ah oh
J

En combinant les égalités (3.13) et (3.14), ’équation (3.12) devient :

n N -\ —1
ok 0 oh oh oh Oh
>3 (5ot) 5 !(a‘Aa) ](A %)
J

7j=1
— -\ -1
Ok 0 Oh Oh Oh  Oh
——oh ——A- = A= — = =0. 3.15
+ (ayjo > oz [(82 0z> ] < R 8z> (3.15)
J
L’équation (3.15) est une équation aux dérivées partielles d’ordre 2 en h.

=1Id et

Soit A une fonction appartenant au voisinage de la fonction v : z —— 2z telle que —
“1z=0
h(0) = 0.1l existe p tel que h(z) = z + p(z) avec p(0) = 0. De méme pour k 'inverse de h, il existe g

tel que k(y) = y + ¢q(y) avec ¢(y) = 0. On note e; le vecteur ligne (0, ..., 0, 1,0,...,0) oule 1 se
trouve en j-éme position. Au voisinage de 0, on a
- —\ —1
Oh Oh op op
—— A — =Id——+ A- — + Reste.
(8z 62) gz T4 g, TReste

Donc la partie linéaire de (3.14) en les dérivées partielles de p est la partie linéaire en les dérivées
partielles de p de I'expression

op op Oh  Oh
(o= ar5t) (45 5)
Oop Op op

Jp
A5 am am AT

c’est-a-dire

A (3.16)
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Ok Jq ok 0
Au voisinage de 0, nous avons —oh = K ohet ZZoh= ej+ 9 5h.0n rappelle que la matrice

f?zg dy; Ay; Iy,
A est nulle en 0. En appliquant £ 4 (3.16), on remarque que le terme du second ordre du linéarisé de

z
I’équation (3.15) en les dérivées partielles de p est donné en O par I'application
n
9?p
L:pr— — .
P Z 82:]‘ 8@
J=1

Comme Popérateur L est elliptique (c’est 'opposé du laplacien), on conclut que I’équation (3.15) est
elliptique en la fonction v : 2 — 2 au voisinage de 0. Etant donnée que la fonction v vérifie I'équation
(3.15) en 0, par le théoréme 3.13, la fonction h existe et elle est analytique.

Pour terminer la démonstration du théoréme, nous allons montrer que B est analytique.

Analyticitéde B. Soit (y1,. .., yn) = h(z)lanouvelle base de coordonnées de C". Soit R 'opérateur
0
définie par R; = i B;j- 50 Comme la condition (3.7) est indépendante du choix de coordonnées,
Yj Y
nous avons comme avant R;Bj, = R, Bj pour tout j, k € {1,..., n}, c’est-a-dire
0B 0B 0B, 0B;
=k _p, RSB, . (3.17)
9y 9y Ok dy
. " 9°B;
Etant donnée que (3.11) est vraie, pour tout k € {1, ey n}, on a Z J_—(.En exprimant
= 9y; Oy
ij a ’aide de (3.17) nous obtenons
Yk
n
0 (0B 0B 0B;
Z(k_BJ" k+Bk.J>: . (3.18)
= 9y \ 0% Iy Ay

Les termes des dérivées partielles d’ordre 2 du linéarisé de I’équation (3.18) en la fonction B sont
données en 0 par 'application

" 9%2Gy - ( aen aZG»)
Ly :Gr+—> — B:(0 — By(0 J
¢ 205~ 2 \ P00, = P09,

ou ( est une application de C™ a valeurs dans cr* (on a identifié ./, (C) avec cr? )-

Comme B(0) est suffisamment petit, le systéme d’équations (3.18) pour k € {1, ..., n} est elliptique
en B. Ce systéme est également analytique car c’est un polynoéme dont les variables sont les dérivées
partielles de B. Donc par le théoréme 3.12, les fonctions bj;, sont des fonctions analytiques réelles en
les coordonnées (y1, . - ., Yn).

Comme B est analytique, les solutions g de (3.10) sont analytiques réelles. Ainsi, il existe bien une

0
fonction analytique réelle g solution de I’équation (3.10) tel que g(0) = 0 et a—g =1d.
y y:()
On a donc construit ¢ comme étant une fonction analytique réelle des coordonnées (z1, x2, ..., Tay).
Ceci démontre le théoréme 3.14. ]

Avec I’hypothése N; = 0, nous avons montré dans le théoréme 3.14 que la variété M possede une
structure de variété complexe et que la structure presque-complexe J est intégrable.
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3.3. LE THEOREME DE NEWLANDER - NIRENBERG

L’objectif de cette partie est présenter une autre démonstration du théoréme de Newlander - Niren-
berg sans passer par la théorie des opérateurs elliptiques. Pour la démonstration de ce théoréme, nous
utiliserons plusieurs résultats vu dans ce chapitre.

Théoréme 3.15 (Newlander - Nirenberg). Soit M une variété différentielle de dimension 2n munie d’une
structure presque complexe J. La structure presque complexe J est intégrable si et seulement si le crochet
de deux champs de vecteurs quelconques de type (0, 1) pour J est de type (0, 1) pour J.

La démonstration de ce théoréme se fera en deux parties. En un premier temps, on montrera que si
J est intégrable alors la condition d’intégrabilité est satisfaite; c’est la partie facile. La seconde partie
portera sur la démonstration de I’autre sens.

Démonstration du théoréme 3.15 : On suppose que .J est intégrable. Par la proposition 3.2, montrer
que le crochet de deux champs de vecteurs de type (0, 1) est de type (0, 1) revient a monter que
lopérateur N est identiquement nulle.

Comme la structure presque-complexe J est intégrable, pour tout z € M, il existe un systeme de
coordonnées (1, Y1,..., Tn, Yn) sur un ouvert U de M contenant z tel que

J(@m]>_8y] et J<(")yj>__8scj pour je{l,...,n}.

0 0
Soit X = aka etY; =b; i D deux champs de vecteurs sur U ou a, b; € €°°(U, R). Ona:
Yj

_ [ 0bj\ 0 Oar\ 9
[Xk’ }/j} - < al'k) 8yj N (b] Gyj> axk
A AN day\ O
%0 151 = (ox ) 90; " (bfax) o
8[) 8 8ak> 8
J Xy, Y] = — (=) =
[T Xk, ¥ ( 8yk> dy; ( 7 0y; ) Ok

0b; 0 Oay, 0
X, JYi] = (—apod ) oy (9% ) 2
Xk, JY] < @ &Uk) 8;Uj+<j0xj> oxy’

0b; 0 0b; 0
[ - Y = .
comme J [(ak 3yk> ayj] ( 3yk> ax] , nous avons NJ(X b j) 0

Soit X, Y € I'(T'M) deux champs de vecteurs qui s’écrivent sous la forme

0 0 0 0
X = b Y = d
kzo <alC oxy, + k@yk> et kzo <C]c oxy, + k@yk>

Par le calcul qui vient d’étre fait, nous avons N;(X, Y) = 0 par bilinéarité de I’opérateur N ;. Donc
Popérateur N; est identiquement nul. O

Démonstration du théoréme 3.15 : On suppose que N; est identiquement nulle. Dans le théoréme,
les hypothéses sont locales car les structures presque-complexes définies localement sur la variété M
se recollent pour former un endomorphisme de 7'M. On peut donc supposer que M est un ouvert U
de R?" contenant 0. A I'aide du théoréme 3.14, on peut supposer que la structure presque-complexe .J
est analytique réelle en les coordonnées de U.

La démonstration de ce sens se fera en plusieurs étapes. On commencera par construire deux dis-
tributions holomorphes E et E’ sur un ouvert de C>" contenant U. A partir de F et E’, nous allons
construire deux submersions holomorphes avec lesquelles nous allons travailler pour trouver la struc-
ture complexe (d’une variété complexe) qui induit J.
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Prolongement de la structure presque-complexe J. Soit (z1, ..., Z2,) les coordonnées de U au voi-
sinage de 'origine. On note A = (aji)1<;, k<2n € Ma2,(R) la matrice de 'endomorphisme J au voisi-
nage de l'origine. Les fonctions a;j, sont des fonctions analytiques réelles. Pour tout j € {1,..., 2n},

on définit ainsi J (8> par
8£Cj

Quitte a réduire U, on peut supposer que les fonctions a;j, pour j, k € {1,..., 2n} sont données par
des séries enti¢res. Par le théoréme du prolongement analytique, on peut étendre les fonctions a;, sur
un ouvert V de C?" contenant U. Les fonctions a;j, définies sur V' sont holomorphes.

Onnote (21,. .., 22,) une base de coordonnées de V au voisinage de 0 avec z; = zj+iy; ouz;, y; € R
et (z1,..., x2,) estlabase de coordonnées de U définit ci-dessus. Compte tenue du prolongement des

fonctions a i, on peut étendre .J sur V. On prolonge .J sur V' en définissant .J (8) par
Zj

8 2n a
J((%) :Z_;ajkazk pour je{l,...,2n}.
L’application J obtenue est holomorphe sur V.

On note I la structure complexe de C2" définie par I (%) = a%, Actuellement, nous avons deux
J J

structures presque-complexes sur V' (I et J). Sur V, les structures presque-complexes I et J commutent.

Soit E (resp. E') le sous-fibré vectoriel de TI1 YV associé aux vecteurs propres de J pour la valeur propre
i (resp. —i).On a:
E=17vnT;°v et E=TvnT)y'V.

Les distributions E' et E’ sont holomorphes et de rang n sur V. Comme N; = 0, en étendant la dé-
monstration de la proposition 3.2 au cas ou .J est complexe, nous avons [E, E| C Eet[E', E'] C E'.
Ainsi par le théoréme 3.9, les distributions F et E’ sont intégrables. Donc localement, en voyant E et
E’ comme des sous-espace de I'espace (T'V, I) (ceci a grace a la proposition 2.41), il existe deux sub-
mersions holomorphes ¢ : V. — C" et ¢ : V — C" telles que E, = Ker (T,¢ : T.V — C") et
E, =Xer (T, : T,V — C") pour tout z € V.

Etude des applications ¢ et ). Soit W et W' les parties de C" définies par W = (V) et W' =

¢(V'). Pour tout z € V, on note W, et W les sous-variétés complexes de V' définies par

Wo=0"'({6(2)}) et Wi=v"'({¢(2)}).

Par construction, nous avons : pour tout a € W, Tolé’OWz = E, et pour tout 5 € W/, Tﬂl’OW; = E’B
(pour la structure presque-complexe ).

Etude de 'application Yy, : Wy —> W. Pour tout o € W, I'application To ¢y, : T W, = Eo —
C™ est injective; en effet

Ker(Totyw, : Ea — C") C Eo NKer(Tutp : TV — C") = E, N EL, = {0}

Comme I'application Ty, 9y, est surjective, on conclut qu’elle est bijective. Donc par le théoreme 2.25
Iapplication ¢y, : W, — W est biholomorphe. De méme l'application ¢y, : W, — W' est
biholomorphe.

Restriction de ¢ et ¢ a U. En revenant a I'ouvert de départ U, 'application ¢;y : U — W est un
difféomorphisme. Pour le voir, il suffit de montrer que 'application Tty : T,,U — C" est surjective
pour tout z € U. Comme pour tout Y € C", il existe Z € E, tel que T,¢)(Z) = Y (car T,1) est
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surjective) et que T, U C TV, on a'existence d’un élément Z' € E! tel que Z + Z' € T, U.L’élément
Z + 7' construit vérifie T,y (Z + Z') = Y'; ceci montre la surjectivité. Comme les espace T, U
et C" sont de méme dimension, on conclut que 7,1 est bijective. Donc vy : U — W est un
difféomorphisme.

De méme I’application ¢y : U — W est un difféomorphisme.

W%

U

¢
>/ W= 6(V) = 6(1)

Etude de I'application ® = (¢, ¢) : V. — W x W'. Pour tout z € V, 'application T, est définie
par

T.o: T,V — Tw(z)WXT¢(z)W/
Z = (T(2), To9(2))

Soit Z € T, V. En écrivant Z sous la forme Z = X + Y avec X € E, et Y € E’, nous avons :
T.9(Z) = (Tyw, (X), Toom (Y)) .

Ceci montre que 17, ® est bijective. Donc I'application ® est un difféomorphisme. Pour X une section
de F et Y une section de F’, on définit &, (X +Y) par

(X +Y)(@() = ( (), X)) (Bw2), Y (6()) )
et pour (Z, Z') une section de TW x TW’, on définit ®*(Z, Z') par
(2, 2')(2) = (Yyw.)" Z(2) + (o) Z'(2).

Si X € TRV avec u € U, nous avons T, ®(X) = (Tuww(X), Tud)‘U(X)) . Donc pour X une section
de TRV etu € U,ona

.X(@(u) = ( (), X@(W), (), X(@(w) ) et ®X(®(w)) € TH )W x TH, W',

Etude de différentes structures presque-complexes. On note Jyy (resp. Jiy) la restriction de la struc-
ture complexe I sur W (resp. W’). Le but de cette partie est de montrer qu’il existe un isomorphisme
entre les espace (TU, J) et (TOW, Jy ), ceci achévera la démonstration.

Par définition de E et E’, nous avons Jig = +iet g = —i. Soit Z une section de T}’UV. Il existe
X un section de E et Y une section de £’ tel que Z = X + Y. Nous avons

J(Z)=J(X+Y)=JX +JY =iX —iY .
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Comme Jy = 47 sur TIl’OW et Jyr = 41 sur T}’OW’, pourtout z € V,ona:

O [(Jw @ (—Jw)) (2:2)] (2) =

~ (T.9)™! i(mwz)* X((2), i (6wr), Y (6(2))]
= (Tyw.) " [Z (¢|Wz)*X(¢(Z))}
+ (L) [—i (), Y(ﬁb(z))}

= Ww,)" [2 (¢\Wz)*X:| (2) + (dw:)" [—i (¢\W;)*Y} (2)
— (X —iV)(2).

Ainsi,ona ®* o (Jy & (—Jy)) o @y = J, cest-a-dire (Jyw & (—Jwr)) o Py = P, 0 J.
Maintenant, nous allons étudier la structure presque-complexe J sur U. Soit X une section de TU.
Comme TU C TRV, I’élément X — il X appartient & T}’OV. Etant donné que (Jy @ (—Jy)) o @y =
d,o0J,0na:

B, J(X —iIX) = (Jw & (=Jw)) [Pu(X — i1 X))
o

(
= (Jw @ (—=Jw)) [Px(X) — il (P, X)] car D, est C-linéaire et P, ol =10 P,
= (w @ (=Jw) [(Yw), (X) =il (¥p), (X), (), (X) =il (¢p), (X)]
= (i [(ww), (X) =il (¥p), (D], =i [(9w), (X) =il (40), (X)])

car (Yyp), (X) € TRW et (o), (X) € TRW'.
Comme X appartient a TU, on déduit que X — ¢ X appartient a TU + i TU. Donc J(X — il X)
appartient a TU + ¢ T'U. Par conséquent,

O, J(X —iIX) = ( (). J(X —iIX), (é). J(X — iIX)) .
Ainsi,
(o), J(X =i X) =i [(wp), X — il (dyp), X]
= dw (W), X =il (), X ) car (), X € T*W
= (), X) =il (), X )

En prenant la partie réelle des égalités ci-dessus, nous avons (¢jp)«(JX) = Jw [(¢r)«X] . Ainsi, sur
U nous avons J = (¢7)* o Jw o (¢)i/)« . Donc la structure presque-complexe .J est intégrable. Ceci
acheve la démonstration. O
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